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RADOVAN VERNIĆ 


KRITIČKA RAZMATRANJA O SUDARIMA 
U PROBLEMU VIŠE TIJELA 


1. EGZISTENCIJA RJEŠENJA 
L 11 Sudari su jedini singulariteti 


1. Za rix Ž € > 0 je gibanje regularno. U raspravama [41] [42] [43] 
[44] [45] razradio sam bio SUNDMANOVO rješenje problema triju tijela 
u potpuno rješenje tog problema. U ovoj raspravi razmotrit ćemo histo- 
rijski i kritički, kako se svi ti rezultati, doduše mutatis mutandis, ali bez 
izuzetka mogu prenijeti na opći problem više tijela; dakle specijalno za 
n & 4. U drugoj raspravi dat ću potpune i detaljne izvode za sve korake, 
kojima se dokazuje egzistencija rješenja problema više tijela, te to rje- 
šenje stvarno konstruira. U obje rasprave usvojio sam isti logički niz tih 
koraka, koji u osnovi smatram definitivnim, a provodim ga već dvije 
godine u svojim predavanjima, 

Prvi je korak dokaz teorema, da je u problemu više tijela za rjx 
ž#e>0(1<j<k<n) gibanje regularno. To znači: ako su u intervalu 
(ty S tE t,) sve međusobne distancije danih 2 masa prema dolje ogra- 


“ đene (a po sebi su pozitivne), onda se distancije, a time i koordinate, 


\ 


daju razviti u redove potencija od t—ta stim da je|t—>t| < 3 (ta—ti). 


Taj se dokaz svodi neposredno na PAINLEVEa, a sustavno ga je na čelo 
istraživanja stavio SUNDMAN 1912 (Cf. [9] [16] [17] [41]). Iz citirane 
literature se neposredno razabira, da taj dokaz za n = 3 vrijedi bez pro- 
mjene i za 2 & 4. Posljedica tog teorema jest: gibanje može prestati biti 
regularnim samo možda u slučaju, kad bar jedna distancija 7;k pre- 
staje biti prema dolje ograđena: fin rix = 0 ili OZ rjx S € ev. oštrije: 


1>to 
OEZrm<Czili limria =0. 


t>>lo > 


2. Nema pseudosudara O < rix X €. Razmotriti nam je ponajprije mo- 


. gućnost lim rix = liminf rjx = 0. Takvu situaciju u času # zvat ćemo 


"tot t—>to / : 
prema PAINLEvEu ([8] p. 583) pseudosudarom. No kako u literaturi u 
pogledu tog pojma nailazimo na dosta nejasnoća, ogledat ćemo najprije 
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podrobnije te pseudosudare. Ponajprije već Jacosi ([1] p. 28,29) na 

poznatom mjestu o sudarima u svojim Predavanjima o dinamici (tzv. 

JacoBljev paradoks, o čemu podrobnije u 213) veli: »... Denn gesetzt U 
1 1...n 


werde zu einer Zeit unendlich gross, so kann dies, da U = >, Mi Mal Tik 
a u . . i<hk 
ist, nur dadurch geschehen, dass sich zwei Kčrper unendlich nahe kom- 
men...« misleći time na sudare; no zahvaća instinktivno općenitije 
pseudosudare, jer se tada mogu dvije mase (materijalne točke) ta- 
kođer po volji približiti, ali da se ipak ne sudare. Nalazimo, da je 
tada za potencijal lim V = lim sup V = + oo, odnosno O<V< +00 
ef t>ta i>to Sr ; 
V = Žž mjmalrin; k* = 1 uvijek u daljemu. Vrlo jasno formulirao je 


1<k 
problem pseudosudara, i to po prvi put, PAINLEVE ([8] pp. 583—589). 
Po njemu je takav singularitet u analitičkom smislu točka neodređenosti 
koja može biti čvrsta ili pomična. Za takve točke lim »: (£) ne egzistira 
. .. . 2 u 
(cf. detaljnije citate u [41] 111.3, p. 16—19) i tu nije moguć razvoj u 
.redove potencija. 'Tom je prilikom zgodno upozoriti, da PAINLEVvE u slu- 
čaju, da lim xi (£) egzistira, ali je problem ipak singularan za t,, smatra 


t>to 

da zat> ty ne možemo ništa iskazati. Njemu je još strana pomisao na 
analitičku prolongaciju gibanja u slučaju sudara, koji su singularne 
točke određenosti. Zbog toga on i traži uvjete, po kojima možemo raspo- 
znati, da duž dane trajektorije ne ćemo doći do sudara. To je bila histo- 
rijski polazna točka za opću teoriju sudara u problemu više tijela (cf. 
[41]1.c.). Mi ćemo kasnije, kod raspravljanja spomenutog Jacosijeva 
paradoksa (213), imati još prilike vidjeti, koliki je prijelom u mišljenju 
značilo SUNDMANOVO rješenje problema triju tijela, iako je i ono ostalo 
nedovršeno. 


Dalje PAINLEvE kaže: neka je 7 (t) = min (r;x) u času t. Ako je gibanje 
regularno za t< t,, ali nije više za £ = £, onda u slučaju sudara 7 (t)—> 0 
za t>4. Ali može za slučaj singularne točke neodređenosti doći do 
osobita »gomilanja« mas&, kod kojeg se parovi najbližih tijela, t. j. 
7 (4) = min (ri) neprestano izmjenjuju, kad t> #4. Dakle čitava jedna 
grupa masa je po volji blizu: O<rjx S e sa po volji malim € >0, ali 
pritom nije tik > O ni u jedan čas, nego distancije r;x > O iz razmatrane 
grupe masa nemaju donje ograde ili fin 7; = 0; no to je prema točki 1 
nje s, ako je takvih časova beskonačno mnogo, t. j. upravo 
a =0. Zan=3 je već PainLEvE dokazao nemogućnost takvih 
pseudosudara. Međutim, za n & 4 je dosad pitanje bilo neriješeno, iako 
nitko nije smatrao, da su takvi singulariteti ovdje mogući. Pravi sudar 
gne masa vrši se u baricentru te grupe i stim imamo određeni limitni 
o. mou kk kh veli izrijekom: »Ja inzistiram na razlici 

arija s e : 
čina P seodek: pa Ju ije a i problema » tijela«. — Time je jasno izre- 
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A sad da pogledamo, što pseudosudari nisu. Jedino mjesto u literaturi, 


u kojem se poslije SunpMAna [12] [17] raspravlja općenito o pseudo- 


sudarima, jest WINTNERov udžbenik [39]. Citiram po navedenom trećem 
izdanju; zbog logičkih omaški, koje su tu po mom mišljenju sadržane, 
citiram od riječi do riječi i in extenso: (S 361, p. 279 Ch. V. The problem 
of several bodies. Central configurations) 


It will be shown that if # is very close to £ , the configuration belonging to # is 
very close to a central configuration of the 2 moving mj... This asymptotic description 
of any possible simultaneous collision is, perhaps, the deepest among all the known 
local theorems in the problem of m bodies...«. (cf. o tome ovdje 123). ($ 365, p. 282) 
»The interpretation... as given in $ 361, was very. cautious, For all that was said 
is that if t is very close to the date & of simultaneous collisions, the configuration 
is very close to a central configuration of the given m;. This does not imply that, 
as t-> ty, the configuration must tend to a central configuration of the given m;. For, 
as far as present knowledge goes, it would be possible that the configuration comes 
closer and closer to more than one central configuration of the m; in such a way as 
to oscillate between these central configurations, a t>>t,. Of course, this possibility 
cannot occur unless the » given m; determine infinitely many central configurations 


. which are distinct... It appeared to be a reasonable conjecture that such is never 


the case, i. e., that the integer q (1; my... My)... always exists.« (q is the number of 
all central configurations belonging to n given m, less than a bounded g, which is 
independent of the m;.) »But no proof: if known for the truth of this hypothesis.« 
(& 365 bis, p. 282) »For those » and m, for which q,, < + oo s established, it follows, 
of cotirse, that the configuration must tend to a well determined central configuration 
of the my, as t>t...« (8 368, p. 283) »lt is natural to ask whether or not every 
simultaneous collision of n bodies must take place in such a way, that the m barycentric 
initial position vectors &; (t) tend to their common limit O in definite directions... 
It was shown... that in case of a binary collision the answer to the corresponding 
question is affirmative. In case of a simultaneous collision of all 2 (> 2) bodies, it 
seems to be much more difficult to prove that the bodies cannot move, before colliding 
at the centre of mass, in spirals without asymptotes.« ($ 368 bis, p. 283) »On the other 
hand, it is easy to see that if the simultaneous collision is such that there exist limiting 
positions for the tangents of the 2 paths €, = €;(t), then, whether the condition 
q(n;my...mp) S + oo of $ 365 is satisfied or not, the configuration must tend to a 
definite central configuration... ($ 407, p. 324, Real singularities) »Along a given 
solution of the problem of n bodies put r(t) = Min(o;,... 0,—1,n)» ik ZZ Ojk (2) ...< 
“($ 411, p. 827) »Unfortunately, nothing is known as to the function-theoretical character 
of these singularities.« [r(f)—>>0] »if #>3. The trouble starts with the lack of 
an adequate kinematical interpretation of the necessary and sufficient condition 
lim 7 (£) = 0« (cf. ovdje iduću točku 113) »On might be tempted to interpret this | 


t>to 
condition by saying that some of the n bodies collide when £—> + 0. But the legitimacy 
of this interpretation can be proved to-day only for n < 3... The difficulty is that 


7(t) might tend, as t>> + 0, to 0 also when none of the mutual distances tends to 0, 


. Since the role of being the least among the (2) numbers 0;y (ft) might be exchanged 


between them infinitely often as >> -+0... In other words, 7 (£) > 0 implies a collision 
only if it is known that the mutual distances must tend to limits. And this is, to-day, 
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«undecided for every 2 >3. Even if it were decided, it would still not follow that 
“the »collision« must take place at a definite Point of the barycentric inertial coordinate 
System &, since a proof for the existence of the limiting positions lim €, (£) would 
still be missing (cf. $ 365).« (Historical Notes and References, p, 430 to €8 365—368 
bis;) »Difficulties of this type were first recognised by P. PArnLEvE: cf. his Lecons 
sur la thćorie analytique des ćquations differentieiles (Stockholm 1895), Paris. 1897 
PP. 543—577 and 587—589...« (Dtto, p. 434 to $$ 407—412:) »AlI these results are 


due to PAINLEVE pp. 569—577, 582_586 of his Stockholm Lecons referred to above, 


$$ 365—3868 bis) ...« 


Odmah razabiramo razliku između $$ 407, 411 s jedne strane i $$ 361, 
365, 365 bis, 368, 368 bis s druge strane, iako WINTNER u historijskim bilje- 
škama obje grupe svodi na PAINLEvEa, Isto se tako odmah razabira, da je 
prikaz u $$ 407—411 ispravan i ekvivalentan citiranom prikazu samog 
PAINLEVEa: lim za = 0 i lim7(t) = Min (rix) = 0. Jedino treba odvojiti od 
tog ispravnog prikaza posljednju rečenicu, jer se sudar, ako se vrši (kao 
što tamo autor suponira), mora vršiti u parcijalnom baricentru odnosnih 
A masa, a taj mora imati određen položaj u inercijalnom koordinatnom 
sustavu; a u toj se rečenici WINTNER i poziva na prvu grupu citata. U toj 
Prvoj grupi $$ 365—368 bis prikaz je, ukoliko se odnosi na pseudosu- 

are, potpuno neispravan i može čitaoca navesti na sasvim pogrešan 
Put istraživanja. Osim toga sadržava još i druge griješke, kako ću odmah 
pokazati. Mi ćemo ovdje u 123 detaljnije razmotriti pitanje centralnih 
konfiguracija, koje su poopćenje konfiguracija LAGRANGEovih egzaktnih 
rješenja problema triju tijela. Napose ćemo historijski i kritički ogle- 
dati rezultat, da su centralne konfiguracije, koje su homografska rješe- 
nja problema više tijela, ujedno limitne figure u problemu sudara više 
tijela. Svakako je činjenica, da Pitanje pseudosudara i njegovo 
raščišćavanje prethodi izvođenju tog teorema o limitnim figurama. 
Taj se teorem može izvesti tek na osnovu limitnih relacija tipa 
Tk = cn(€) +06) (1Zj<k <n)t=t—t, ci = const, o (x) 1x—> 
—>0...x—>0 (cf. 122). Te se pak relacije izvode samo uz pretpostavku, 
da je prije već dokazana egzistencija određenih limitnih (sudarnih) tan- 


genata, na temelju relacija na pr. lim x/r = lim x/r = 9, S o? = 1 (S: su- 
macija po slovima, ciklički), odnosno lim #/R = lim Til = 00 5f 0, oo 
(cf. 121) uz pretpostavku, da imamo sudar limr; = lim ri = 
=limx=..=0,t>t, (cf. 113); gdje je »LAGRANGEova funkcija« ili 


n 
polarni moment ustrajnosti J = M-! Žž Mimir, M= > mi. Detaljnu, 
iz iz 
strogu i eksplicitnu provedbu tog dokaza dat ću u drugoj raspravi. No 
za nas je ovdje od odlučne važnosti, da se sve te okolnosti. odnose na 
Pitanje, kakva je karaktera singularitet sudara i može li se gibanje preko 
njega (u matematičkom smislu) nastaviti. One se ne odnose na pitanje 
egzistencije ili neegzistencije pseudosudara, Kad bi naime u problemu 
više tijela egzistirali pseudosudari, to ništa ne bi mijenjalo na ispravno- 
sti navedenih teorema, koji vrijede za slučaj sudara. Jedino ne bismo 
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mogli ni smjeli tada rezultatima pripisati opće značenje, morali bismo 
se dakle ograničiti: ukoliko ne dolazi do pseudosudara. Napose nema 


“veze s pitanjem egzistencije pseudosudara problem, ima li uz danih » 


masa mi(i=1...n) konačan ili beskonačan broj centralnih konfigura- 
cija. Isto je tako posve za taj problem sporedno, da li je »sudarna« 
točka određenog položaja u baricentričkom inercijalnom sustavu; a na- 
ročito je sporedno, da li egzistiraju »sudarne« tangente. Najbolje to 


«vidimo; ako konstruiramo u mislima matematički protivprimjer. Uzmimo 


mehanički problem, u kojemu nema pseudosudara, ali su sudarni časovi 
t, transcendentne zavojne točke, fiksni singulariteti. Tada nema određe- 
nih sudarnih tangenata, tijela su približavaju po transcendentnim spi- 
ralama. Gibanje se bez sumnje preko časa sudara ne može nastaviti. No 


to je sve bez utjecaja na neegzistenciju pseudosudara. Ili još dalje: sve 


ako postoje i sudarne tangente, još se uvijek gibanje ne mora nastavljati 
Preko 6%, ako je razgranište nezgodnog stupnja, tako da bi analitička 
prolongacija ispala imaginarna. Takva su na pr. sudarna razgraništa 


tipa c:1'*; gdje realno gibanje egzistira samo za t >0. Karakteristično 


je, da su imaginarni sudari u problemu triju ti jela baš takva tipa (cf. [41] 
133.2, 213), Sve to može vrijediti uz egzistenciju pseudosudara ili bez 
nje (cf. ovdje 213). aa 
No navodi u prvoj grupi citiranih paragrafa WiNTNERova udžbenika 
nisu ni u pojedinostima ispravni. Ponajprije uopće nije istina, da bi 
trajno osciliranje instantane (ili momentane) konfiguracije n tijela sme- 
talo konvergenciji do sudara 7x =0(1 Sj<k Zn). Dovoljno je upo- 
zoriti na vladanje funkcije f(x) = x-sin 1/x, koja za x—>0 ima posve 
određen limes f(x +0) = 0, makar sve više oscilira, kako se približa- 
vamo granici, a nema tamo određene tangente. Zatim nije istina, 
da je za takvo beskonačno osciliranje potrebno, da za danih no masa 
mi(i=1...n) postoji beskonačno mnogo centralnih konfiguracija. Sve 
kad bi i postojala konačna ograda q (n; mi) < dn< + o, može nastupati 
beskonačno osciliranje. Samom WINTNERU to je nehotice ušlo u tekst 
riječima: »... the configuration comes closer and closer to more than one 
central configuration, as €—> ty .« (citat iz S 365). Doista egzistencija već 
dviju centralnih konfiguracija (kako je to na pr. u problemu triju tijela 
s trokutnom i kolinearnom konfiguracijom) može dovesti do takva osci-. 
liranja, ali naravno ne mora. To zavisi o prirodi konkretnog problema. 
Tako u navedenom primjeru drugi faktor oscilira između —1 “+1, 
geometrijski dakle (a o tom je ovdje riječ) između dva pravca. Pitanje 
egzistencije ili neegzistencije određenog limesa svodi se onda geome- 
trijski na to, da li se granični pravci, unutar kojih leže sve oscilacije 
čitave funkcije f (x) = x-sin 1/x, sijeku ili ne. U problemu triju tijela 
ne može se odbaciti mogućnost takva beskonačnog osciliranja na temelju 
činjenice, da u jednom slučaju imamo ravninsku trokutnu formaciju, u 
drugom pravčastu. Jer u jednu ruku obje su ravninske, pravac — na 
Kojemu su trajno sve tri mase — okreće se u ravnini oko baricentra i 
tijela opisuju ravne krivulje u oba slučaja. U drugu ruku i razlika među 
tonfiguracijama, kako one —>0, također >0 u mnogočem. Ali ne u 
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svemu: baš na pr. činjenica određenosti konačnih tangenata ne utječe, 
nego okolnost, da su ti određeni položaji različiti. Simptomatično je, da 
na. citiranim mjestima WINTNER svu tu kompliciranu problematiku 
kratko otpravlja riječima »of course« i u $ 365 i u $ 365 bis. Najzad, 
nigdje u tekstu WINTNER ne obuhvata one najčešće, a najteže za obradu, 
slučajeve parcijalnih sudara ili kolizija, gdje je ne samo broj tijela u 
sudaru veći od dva, a manji od n, nego gdje se istodobno u času t = th 
sudaraju A tijela m, ...mA, B tijela ma+1... MA+B5ee (A+B+...=n). 
Zbog toga ne možemo ni prihvatiti njegovu terminologiju: binary col- 
lisions — simultaneous collisions. Dok je pojam binarne kolizije jasan, 
ako je samo jedna, WinNTNER ništa ne kaže, kako stoji stvar, ako imamo 
istodobno, t. j. simultano više binarnih sudara (od kojih je svaki po 
njemu bezazlen slučaj). Možemo dakle imati mnogo »simultanih binar- 
nih kolizija«. Zbog toga ću upotrebljavati nazive: 1. »binarna kolizija«, 
kad se sudaraju samo dvije mase A=2B=..= LA+B+.. ZA 
2. »parcijalna (simultana) kolizija« kad se (istodobno, t. j. simultano), 
sudara više grupa masa, pa makar samo po dvije (A 22, B Zari 
A+B+...n); 3. »opća (simultana) kolizija« kad se u času £ = ty sudara 
na istom mjestu svih 7» masa mi (A=n1Zi<n). 

Kao zaključak dosadašnje diskusije problema pseudosudara možemo 
reći ovo: treba dokazati, da u problemu više tijela nisu mogući nikakvi 
pseudosudari, ni binarni ni parcijalni ni opći; drugim riječima, da iz pret- 
postavke lim 7jx = 9 ili O < rix Š e, odnosno lim 7 (i) = lim min (Zix) = 0, 
t>4(1Lj<k<En nužno izlazi lim ri =0, t> ii OŠrun<eE. 
Dokaz je za slučaj opće kolizije u problemu triju tijela proveo već 
PAINLEVE u [8], ali punu jasnoću u tom pogledu imamo samo kod 
Sunpmana [12] [17], kako za binarni sudar, tako i za ternarni u 
«problemu triju tijela. Analitičko sredstvo, kojim se SUNDMAN Služi, 
jest dokaz (monotonog) poništavanja parcijalnog ili ukupnog polarnog 


momenta ustrajnosti (za binarni, odnosno ternarni sudar) J» odnosno , 


Ja:Ja 40 (| »monotono opada« prema nuli) zat > b, čim je OC rin S € 

(A = 2, 3). Pritom u potpunosti jskorišćuje vrlo korisne trokutne rela- 

cije tj — TEN ETI + TK, koje ovdje vrijede (ij, k je potpuni sustav 

ostataka mod. 3). Iz te pak činjenice slaira> DL &i<hEd4 3% 

jer je svaki (makar parcijalni) Ja 20 pozitivno definitna kvadratna 
1...7 


forma. Dok jeza A=3..Ju=h=J= M=' >! mjmu ju, dotle je za 
jek 
A=2..l1=J = (m mim + me) .r'x. Osnovna formula je tu u biti 


2 


LAGRANGEova formula ia =V+2h (h konstanta energije), spec. 
2,2 2: 8? 

1 d?r mi-- m2 z a2 : ae. 

za ž + b, b je ograđena veličina (osim citiranih SUND- 

MANovih radova cf. [41] 121.1 p. 43). Tada zbog 0 < rit Ć € bude Vz = V 

ili V, = const/r (r = 7,2) po volji veliko O <G<V < + oo, Jaž0 za 


dovoljno male e; dakle sgn ja = const <0, BIRA Ja LO t.j. rm—>0. 
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Trokutne pak relacij j j 
, je pokazuju ovo: ako je A =3, onda 
Malesvalu Le — 8, tl sla triraSe(l<j<k<3),J,= I<c aii 
o“ S koe »e-klopku«, iz koje ne može više nijedna masa izaći zbo 
silno veli ih međusobnih gravitacijskih sila, dok se ne sudare i a 
i ega Jiang a brzina opet razlete u konačne udalje- 
nosti. Ako je pa =2, onda rj— 7x E ri Z g; izvedemo li nu = 
EI = =“ = Tk 
pad st tj=limrx(5£0), >. A ri—>0 izveli smo pomoća aošaedna 
st 5 peer = Je i 2 . if tu ova okolnost: i tu postoji e-klopka 
c ime u toku intervala to — O; to] postojao čas t, sa rj = rea 
L Bra bi u toku tog intervala još jedna masa »uletjela« u RBE. 
padaju sve u nju i ne mogu se prije sudara iz nje izvući: ' 
1 523 2 1,2,8 
nEnh+rjE2«, J=4 bj mm = Šr X mm <. 
i opet J 0 te svi rin—> 0. Ki ' i 
Pokušamo li prenijeti i j i 
'okušam nijeti takvo izvođenje na opći slučaj, stječe j 
gonje. da, i ogle oožnoj efektivno provesti. Dole. S 
] rokutnim relacijama; no to ni ne treba "Bitno j 
osnovnu ideju SuNDMANova dokaza is mog nisa . 
: i a ispravno poopćimo. To je ideja, d 
Ba okaže np hartckjenam je (parcijalnog) polarnog batani iaećeh je i 
icite uzmognemo to provesti, treba nam analogni pri- 
i e sri: veličina J, V (o mehaničkom značenju veze tih veli. 
pa ci : 2 gi okna DzioBEkova rada [10]). Dakle u prvom redu 
I imati jedan jedinstveni prikaz potencijala V, a nj i- 
ma derivacije po koordinatama stoje (gradijent) na datih Promo. 
x K igetjelndh jednadžbi gibanja. SUNDMAN na citiranim mjestima upo- 
I me "jet o koordinatni sustav s lancem baricentara (cf. [41] 
1, p.39—42, fig. 4,5). Taj ima u jednu ruku sve prednosti baricentrič- 


kih sistema, naime jednu te istu funkciju sila (potencijal U) u desnim 


stranama svih diferencijalnih j žbi i 

jam: feren jednadžbi; u drugu ruku ima sve prednosti 

kim pain epike ca jedino stvarne poor amin 
: anjujemo i.broj jednadžbi). No takav sustav i i zi 

pe poe je to izveo R. RADau (Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. (1) 3, 1868, 
—375), a prikazao je na pr. TiIssERAND [6] Ch. IV, $$ 19--23, 


PP. 77—86, odnosno PLUMMER [23 
| U pai [23] Ch. XV, $$ 168—169, pp. 184—186. 


k—1 i 
m5 (8+ 3 a — 22.6) , = om; 
1 


i=5+1 Mi 
0 =. =m tis Ci-i 
je (/—1)-vi parcijalni baricentar. S Žž 
š : 1 . Sad možemo po l SUND- 
E. ar posve analogno SUND 
MANovim dokazima za A = 2, 3 uz n =3 provesti dokaz za < A<gu 


i uz n 24 za binarne ijal i či i 
d a , parcijalne ali čiste nesimultane i opće kolizije; 
akle tada, kad se samo jedna grupa od bilo koliko (A) naših sind 
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»sudara«. Pokušamo li to isto provesti za najopćenitiji slučaj simultanih 
parcijalnih »kolizija« od po A, B,... masa (A+B+..=n), vidimo, 
da ne možemo analogno postupati. S jedne nam strane nedostaje ocjena 
ostalih koordinatA i brzina (koja se dosad mogla iskoristiti), a s druge 
strane nemamo »parcijalnu« LAGRANGEovu formulu za taj slučaj (ona 
se ne može rascijepiti u odvojene formule za svaku grupu napose. zbog 
zajedničkog potencijala U). No ipak dokaz uspijeva zahvaljujući dvo- 


stepenosti zaključka sa Jaf + oo na Ja | 0 preko Ja Ko ([Jal yo, jer je 
| 


ja<0). Ideja naime e-klopke ukazuje na put: kad se jedna grupa masa 
(recimo A) vrlo približi: Oria Se(1SJ<k<ZA < n), onda su sile 
među njima tako goleme, da prema njima utjecaj ostalih masa iščezava, 
bez obzira na to, da li se te preostale mase potpuno ni djelomično 
< [će] 


odnosno 
> 2+ fefe) 


sudaraju ili samo gomilaju. Alternativa |Jn—a| 


lim \Jn—a] S + 00 ((Z =n— A) dopušta zaključak ili na l.z0\114 6. 


rik—> 0 ili preko | Jz| | 0, |]|10, dakle opet | J4|\ 0, zin —> 0. Eksplicitnu 
i potpunu provedbu dat ću u drugoj raspravi. Napominjem, da samu 
monotonost ovdje još ne trebamo, ona je bitna u kasnijim izvodima. Tu 
nam je dosta poništavanje veličine J. 

U dosadašnjoj literaturi čini se, da postoje samo dva pokušaja, da se 
dokaže nemogućnost pseudosudara za opće 2 2 4 i najopćenitiji slučaj 
simultanih parcijalnih »kolizija«: [13] [24]. Rasprava [24] E. FREUND- 
Licma nije mi nažalost bila u originalu pristupačna, nego citiram sve, 
što je u referatu o njoj kazano: »Der Verfasser versucht gewisse Er- 
gebnisse von SUNDMAN zu verallgemeinern. Leider geben seine Schluss- 
folgeruugen zu begrindeten Bedenken anlass.« (Lichtenstein) Kako je 
sama rasprava najavljena kao »1. Mitteilung«, a nije nikad nastavljena, 
možemo opravdano uzeti, da autor nije uspio u nastojanju. S druge 
strane nije ni v. ZEiPEL u radu [13] uspio svladati teškoće pseudosudara. 
On citira najprije PAiNnLEvfa i formulira uvjet za (barem) pseudosudare 
u obliku: lim min ri = 0, t>t,, te kaže: »Le but de cette note est de 
contribuer A Vćtude de ces singularitćs indeterminćes du probičme ... Je 
ne traiterai pas la question de leur existence. Je d€montrerai seulement 
le thćorčme suivant: Thćorčme. Si quelques-uns des points matćriels ne 
tendent pas vers des positions limites a distance finie, quand # se rap- 
proche de t,, alors on a necessairement lim R=09, i>t, (4), ou 
R=maxr.« Ako malo promijenimo njegove oznake (on na pr. vrlo 
nezgodno označava polarni moment inercije J slovom V), imamo kao 
ši =2U +4h (2) (koja jenaravno opet LA- 
GRANGEova jednadžba) i supozicija lim J = € 20, t—> t, (ev. = + 00) (3). 
»Admettons, en effet, que dans la formule (3) c soit finie, et dćmontrons, 
qu'alors tous les points matćriels tendent vers des positions dćterminćes 
A distance finie, quand £ tend vers t,.« Zatim počinje dobrim koracima: 


fundamentalne jednadžbe 
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razmatra parcijalne skupine s unutarnjim udaljenostima < o, među- 
sobno razmaknute > e. Onda uvodi »infinitezimalne« pomake oko par- 
cijalnog baricentra Ti (ai, Bi, yi) parcijalnog sustava točaka Si, ži=n 


xu= a +ću,... i tvrdi, da imamo odmah wa=Ue, = re (5). Uvodi 
i i 
još J*= X) mSag, 2T* = X uSaf, Bt=— Žž Sal, (6) i dobiva 


Jt=4T*—26* (7). Uvodi napokon Ji kao polarni moment inercije 
sustava S; oko Ti; time je J=J* + Žž Ji. S tim izvodi kontradikciju 


sJj=limJ=c#&0,t>t, i veli na kraju: »Le systčme se divise en 
systčmes partiels S,, S,,... dont les centres de gravitć, separćs par des 
distances > e, tendent vers des positions dćterminćes T,, T,... Enfin 
dans chaque systčme S: tous les corps, y faisant partie, tendent vers le 
point correspondant T;, quand # tend vers t,. Le thćorčme enoncć est 
donc dćmontrć.« Ja se ponajprije nisam mogao uvjeriti u korektnost 
izvoda za (7), dok U pa i U4,i — $* involviraju bitne teškoće, a aproksi- 
macije (pretpostavke o vrlo malim £4) ovdje nemaju mjesta. Dalje, zbog 
supozicije, da su u pojedinoj skupini S: sve međusobne (ili baricentričke, 
što je svejedno) distancije zi o, nije uopće dokazao, da se mase mi iz 
S; baš sudaraju'u Ti, što izriče riječima. Kako smo vidjeli, u naj- 
boljem slučaju (a ni u to nisam uvjeren) izveo je autor, da parcijalni 
baricentri teže k određenim položajima. Najzad, sam teorem mogao bi 
biti eventualno tek jedno uporište za dalje dokazivanje. Uostalom, ni 
WINTNER ne smatra tu raspravu dovoljnim uporištem (cf. [39] Hist. 
Notes & References, p. 431): »But it seems to be hard to fill in the gaps.« 

Na kraju valja spomenuti dva istraživanja u drugom pravcu; s jedne 
strane CuAzy [26] čiji rad mi nije nažalost bio pristupačan u originalu, 
a referent veli od riječi do riječi: »Verfasser will beweisen, das beim 
n-Korperproblem die gegenseitigen Abstande in jedem Augenblick ge- 
gebene Schranken haben.« (Serini). Uzmemo li u obzir ostale CHazreve 
radove, navedene u [41], izlazi, da se tu radi o dokazu nemogućnosti 
razilaska masa u beskonačnost u konačno vrijeme t,. Povežemo li to s 
radnjom Zripgra [13], izlazi još više, da ona ne može biti ishodištem 
uspješnih istraživanja o pseudosudarima, jer ista kontradikcija postoji 
(čini se) po CaAzyju, a da nije isključena mogućnost pseudosudara (što 
Crazy nije nikad tvrdio, da bi bio dokazao). 5 druge strane SoKOLOV 
[37| dobiva srodne limes-relacije u poopćenom problemu više tijela, 
kojim se godinama sustavno bavi. Ni ta mi rasprava nije bila u originalu 
pristupačna, pa citiram prema referatu: sile neka su općenito centralne 
mim;|f (ru)|, f ZO analitičke funkcije sa singularitetima 7 = 0, oo na 


realnoj £-osi; neka su F (ri) pripadni potencijali: f(1) = — d = Autor izvodi 


Četiri teorema: 1. Neka je ć, singularitet i neka sur =maxriy,7= min fij. 


Onda je limmin(r, 1/7) =0, t>t,. 2. Neka je f(r) holomorfno sa 
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largri<6,|f|<b6, |rl>d>0. Tada Sup F(r) <B u intervalu 
d<|r|...|r|= +00 povlači limr = 0,1—>t,.3. Neka je Sup U/J?< B, 


U = X) mmiF (ri). Onda J?> oo povlači limr = 0, t—>t,. 4. Neka je 


f (r)/r holomorfno u r2 za 12 = 0; neka su xi... holomorfni u [0, #,); onda 


je limr = +00, t>>t,. Konačno ispituje asimptotsko vladanje od JP? u 
vezi s prijašnjim radovima. (Bit će da tu J? znači isto, što se inače ozna- 
čava s J.) — Ta razmatranja svakako ne ulaze u okvir ove rasprave. 


3. Sudari su singulariteti O Zrin <e. Kad se isključi mogućnost 
pseudosudara, još uvijek nije dobiveno uporište za dalju izgradnju rje- 
šenja problema više tijela. Jer sudari su još jedini mogući singulari- 
teti prema točki 111, ali treba tek utvrditi, da to oni stvarno i jesu. 
Doista je već SUNDMAN to učinio [12] [17], a to sam i na mnogo mjesta 
istakao u [41]. U literaturi nalazimo tu činjenicu ispravno uočenu samo 
još kod WinTNERa [39]. Tu on (1. c. Ch. V, $ 410, p. 326) konstatira. 
istim sredstvima, koja ću odmah izložiti, da su svi sudari stvarno singu- 
lariteti (uključeni u supoziciji 7 (£) = min rjx (£) > 0). Poznato je naime 
iz teorije linearnih običnih diferencijalnih jednadžbi, da su kod njih 

* singulariteti integral4 (rješenj4) sadržani među singularitetima samih 
jednadžbi (njihovih desnih stran4), ali ne i obratno: singulariteti dife- 
rencijalnih jednadžbi još ne moraju biti singulariteti njihovih integrala. 
Može dakle biti uklonjivih singulariteta jednadžbi. U našem problemu 
je dokaz, da su sudari lim rjn =0, t>t, doista singulariteti inte- 
grala, sasvim elementaran. Uzmimo integral energije: T= V+h ili 


n 1...m 

š X mSx" = ži i ++ h, te zbog lim V = + oo, t>t, izlazi da je bar 
a . J . 

jedan lima? =... = +oo, t>t (stvarni lim xi = £0, limxi = £ oo, 

lim rjx = — 00). Dakle je bar jedan par vrijednosti xi, xi u času t = ty 

neodređen: 0, oo. Za logički potpunu i preciznu konstrukciju rješenja 

problema više tijela potreban je i taj detalj. 


12 Limitne relacije 


1. Određeni kinematički limes (sudarne tangente). Sad imamo polaznu 
točku za konstrukciju općeg rješenja problema više tijela: singulariteti 
problema su točno svi sudari rx =0(1Z5j<k<n). To su binarni, 
parcijalni ili opći simultani sudari. Naš je konačni cilj, da pokažemo, 
kako se gibanje poslije svakog sudara, ma koje vrste, može realno na- 
staviti. Drugim riječima, da se problem više tijela dade bezizuzetno 
regularizirati. Kako ćemo kasnije vidjeti (pogl. 2), dobit ćemo trajno 
konvergentan prikaz gibanja s pomoću parametra u t. zv. regularizable, 
tako da će i koordinate odnosno distancije i vrijeme biti trajno regularne 
funkcije tog parametra. Posredstvom tog parametra pridružene su svim 
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vrijednostima vremena — oo <t< + oo određene vrijednošti koordi- 
nata, odnosno distancija. 

Takav prikaz sigurno ne bi bio moguć, ako u času ma kakva sudara t 
ne bi postojao određeni kinematički limes problema, t. j. određene gra- 


nične vrijednosti svih veličina X, X%;... Tik, Tik... Ukratko, ako gibanje 
prikažemo ne u konfiguracijskom prostoru za n materijalnih točaka 
m(i=1...n) u 3 dimenzije, nego u kinematičkom faznom prostoru za 
1 točku S (stanje gibanja sustava) u 2:37 = 6n dimenzija (q,...d6n S X, 


Xi,::> Zn, Zn), možemo reći: gibanje se ne može nastaviti preko časa 
sudara t,, ako ne egzistira određeni lim (qu... q6n) = (4... Q6n'),t> tb. 
Pritom mogu, doduše, biti pojedini q = = oo, ali onda mora postojati 
određeni smjer, u kojem reprezentativna točka 5 sustava i njegova sta- 
nja gibanja teži ka graničnom položaju. Drugim riječima, ako je i 


limx = <00, tt, mora postojati određeni limx/n= pi, t>t ili 
općenitije: moraju postojati određene sudarne tangente. 

Vidimo, da tek tu dolazi do izražaja okolnost, koju WINTNER ističe u 
citatu [39] S 368 bis, p. 283, i da su tu isključena asimptotska zavojita 
omatanja oko samog graničnog položaja prema citatu [39] 9 368, 
p. 283. Ali moram odmah istaći, da WiINTNERov prikaztih odnosa u slu- 
čaju problema triju tijela (nn = 3) sadržava krupne nedostatke, tako da 
daje krivu sliku o rezultatima, koje je SUNDMAN dosad jedini postigao. 
Uopće, kad poznavalac problema i literature čita WINTNEROVv prikaz 0 
tome, ne može se oteti dvojakom utisku. Prvo, da WINTNER nije imao 
u ruci (ili barem nije prostudirao) uopće originalne SUNDMANOVE radove. 
On je oba originalna rada [12] [14] SunpMANova međusobno zamijenio 
u svojim »Historical Notes & References« ([39] p. 428 uz $$ 333—338 bis, 
resp. p. 429 uz $$ 348—352, gdje je isključena jasnim tekstom svaka 
zabuna u tom pogledu; cf. [41] p. 46, gdje sam u bilješci upozorio na tu 
okolnost); ali ne samo zamijenio, nego im toliko nepravilno citira sa- 
držaj, koji je u njima doista na neočekivan način raspoređen (što se 
međusobnog poretka tiče), da ih očito nije imao pri ruci. Po sebi bi to 
bila sasvim beznačajna pojedinost, no to se odrazilo na krivom i nepot- 
punom prikazu problema. Tako je kod WiNTNERa izvod za mogućnost 
regularizacije kod binarnih sudara izvrnut, jer najprije dokazuje (pri- 


vidno) limitnu relaciju Vr |7|>V2 (mi--m») (oznake moje, kao u [41] 


121.1; cf. [39] Ch. V, $$ 349—349 bis, (28,) p. 268), a tekondar X r—>0 
(1. c. (28,)), što daje zapravo određenost sudarnih tangenti. Dakle okol- 
nosti iz 122 prije onih iz 121 ovdje. U stvari, taj mu se dokaz osniva 
preko $ 351, p. 270 (1. c.) na njegovoj relaciji (262) $ 348, p. 266, a ta 
već sadržava tvrdnju o određenosti sudarnih tangenata, koja se zapravo 
ne može mimoići. No bitna je pogreška WiNTNERova, kad ternarni sudar 
Prikazuje (cf. [39] Ch. V, $$ 421—424, pp. 335—338) prema BLocku [5] 
i Cuazyu [22] (cf. [41] 13241, spec. o SIEGELu tamo citiranu radnju 
[135] p. 75), koji nisu uspjeli, kako sam u citiranom djelu detaljno izlo- 


= 
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žio i obrazložio. Tako izlazi, da u ternarnom sudaru općenito nije doka- 
zana određenost sudarnih tangenata, što nije istina, jer baš SUNDMANova 
prva radnja [12] sadržava takav dokaz u potpunosti. Na ispravnu me- 
todu dokaza te činjenice u svim slučajevima redom ću se odmah vratiti. 
No prije toga moram istaći drugi utisak, da kod WINTNERa izlaze uloga 
i značenje ŠUNPMANOvih radova bitno iskrivljeni. To se uostalom može 


već nazreti kod njegova učitelja G. D. BiRkHorra,.kako sam spomenuo : 


u [41] 121.2 p. 52. Tako osim već spomenutog WINTNER tvrdi (cf. [39] 
Hist. Notes & References, p. 429 ad $$ 348—352, p. 434 ad $$ 407—412, 
415—420 bis), da je bitnu SUNDMANOVU transformaciju (cf. ovdje 211) 
imao već BRUNS 1884, što nije istina, kako ću podrobnije izložiti u nave- 
denoj točki 211. 


Dokaz određenosti sudarnih tangenata osniva se kod SUNDMANA U . 


slučaju 1. binarnog sudara u problemu triju tijela (2 = 3, A=2) 
koji je jedina parcijalna simultana kolizija ovdje, na relacijama tipa 
“sta : ' ž E sko 

d (gp —yH=ber.i sp—ya— bi (—t) gg (*) sb. 
(cf. [12] odnosno [17], te [41] 121.1, p. 44 (135)). Tu jer=r,2>*0 za 
t> th —0, b ograđena veličina, lim S (7 = 1. To je ujedno najoštrija 

t>to : 

moguća ocjena tih veličina, koju možemo s pomoću LaNDAUOvih sim- 
bola pisati jasno: 2 (£) —0(9,f=t—t. Ovako oštra ocjena mo- 
guća je samo u binarnom sudaru, a prenosi se, kako i WINTNER konsta- 
tira ([39] Hist. Notes & References, p. 429), neposredno na binarne 
sudare za opće n Z 4. No tu je stvarna jezgra dokaza (ratio sufficiens 


essendi, a ne cognoscendi, prema A. Šchopenhaueru 1813) ova: 
a) najprije se izvodi, da je (relativna dvostruka) plošna brzina 


x) —ygx =... =0, tj. egzistira određeni smjer sudarne tangente 
za t = t,; b) točnijom kvantitativnom ocjenom odatle se mora izvesti, 
da egzistira određeni lim #/7,..., lim 7/VJ..-, t> to (određeni polo žaj 
sudarne tangente), i to integracijom od d ;) = 0(1) barem. U našem 
slučaju (n =3, A = 2) je čak 3 (7) = 0 (£). — U slučaju 2. ternarnog 
sudara u problemu triju tijela (n= A = 3) osniva SUNDMAN dokaz 
na analognim relacijama: 7i k—tni=e VR, xi yi mm a=evR.. 
Ru—nR=e VR (cf. [12] odnosno [41], 131.1, p. 68 (194) (197)) uz 


n=r Re —>— U, lime=0, imR=0ili točnije suvremenom 
Mim2ms3 R>0 t>to 


notacijom: Rri— riR = 0(R), transformacija dt = E dR ili operatorski 


d _dR d d(n\_0(PM)<omst ,>p> n 
dt 7 di dR' dR Glennom =R>0, | 
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e a BE : ć 
pa egzistira lim da 0% 5£0, oo. Dakle i ovdje nalazimo utvrđene obje 


t->lo 

pena kk poroda g rak ke 

kolizija. Moram nažalost istaći, d čiko u Hi i 4 nije mea =. 

. i jn Be a. Worst, kako sam več rao Mako je e 

ME oi nožagrašji [41] UNDMANOVE rasprave iz 1907. navedena u 
U slučaju parcijalne simultane kolizije više tijela (n > 4) moramo iz 

Brate .. (u Jacosir-RApAuovim koordinatama) (Eni — ni 6)? = 
..=0(0) it. d, koja se lako izvodi, a utvrđuje činjenicu a, izvesti 


A VJA' 
rocjenu d |—>> joji j. već je iskori 
procj S krajnjim »naporom«, t.j. već ovdje iskorišćujući svoj- 


stva buduće (lokalne) regularizacij ="VJA 

a z izacije dt = VJa du > Rdu. T j 

reže već sada besprijekorno utvrditi u intervalu 4, S t, — < iz a: 
akle prije dokaza limitnih relacija (točka 122), kako ćemo razmotriti 


u 211, jer se tamo radi o izvodu valjanosti tih relacija i u času t = t 


Tako možemo izvesti, kako ću eksplicite i in extenso pokazati u drugoj 


= (Z < C. Odavle integracijom i upotrebom proši- 


renog te ji 11 ima in 
g teorema o srednjim vrijednostima integralnog računa izlazi opet 


radnji, ocjenu 


= 0, 09, t. j. činjenica b. Dakle možemo 


dois i jevi 

ap e P.. sig tla srame praga više tijela dokazati egzi- 
3 ematičkog limesa. Valja samo uočiti štri 

a inem : . i mo uočiti, kako oštrina 
jene redom pada. Ako naime zbog kratkoće izlagania anticiniramo 


rezultate iz točke 122 (i jelini j ji i 
BE jeno redom (izvode u cjelini cf. u drugoj radnji), dobivamo 


S MHADET JEP E a 
. siareivjarritena = 2.0.0 zbog =V: (mi-h+ m2) - 


egzistencija lim Bu lim Va 
u>0 0i t—>ta W% 


B ' 
3 2) — 9 = ' 
t".b-o €w=V2 (01-712) + #5 +0 (#9, x=pr+0 (€), 


Sr. >: DI S RR 8 ur 
= M2 (meme ms o (09 — 2 (mame m) 
bee 
*#€: +0 (€"), R—YŽ 3, 1 l/o . 
) 2 (m -- Mo + m3) Ši 6. .t': ek O (£") 

(cf. 122 resp. 1 3 
Beer. ITI p. ga). dn 131.2, (206) p. 70, (211) p. 71, te 211.2 (7) 

Š 2 8 9 se h 

= — S ut-4"+0 . . : 2 3 g 

3 "2 (1), #=pr+0(€%, h=2 Viza 


2 RAD su 


417 


j 2 3/9 3 1) -" LO (1 da 
.t=':+0 (1), R=3 EVI» t-"* +0 (1) | 


= x 
_— kdit = RRdu: dt =rdu, dt = Rdu, dt =VJadu; d BE 
i Ma =€*" -"QRRdu_t du, 
=ceterdu>t': du, (5) =cR "dR € R 


d (fa) =cdu_bPdu. 


Oi 


: a : a 
Vidimo, da je u posljednjem rezultatu postignuta krajnja granica # 
ađenost. O : aan 
uf: Kvantitativne karakteristike limesa. Dosadašnjim Pri m 
utvrđena je egzistencija kinematičkog limesa. jaa jea a 
sustav diferencijalnih jednadžbi dopušta na svaki .. ji a od je 
može produžiti preko časa fo ma rose ani io o a. 
itič ija rješenja iz t=t—b . lna. 
o banku Cauany-Picanpova teorema o kje sh : 
iiteta rješenja sustava diferencijalnih jednadib ako o je ba air is 
poopćenim ScwARzovim principom simetrije, kal 0) kona E in 
joj monografiji o problemu triju tijela ([41].2 da Rab dje ora 
ša) izvod ima znatan iaai bepoe i a m o a ati 
acijom vremena, koja je, do , kor a : 
kT E Te kutova. To tamo ne smeta, jer se dobiva potrebni 


čenitije: simetrično prema 
i ični j oko $ = 0, odnosno općenitije: simetrići 
ao S nlšbeeE £. U ovoj raspravi, međutim, jeja ed 
striktno na realne sudare i realno gibanje (isto tako, naravno, ( 
ika korak moramo dakle utvrditi, da su svi sudari parku 
razgraništa prikladnog karaktera, konkretno trolisna (stupnja za doo 
da arantirana mogućnost realne analitičke padosaco e : p srat 
aaa tvrdnja vidjet će se najbolje iz daljeg toka izlaganj 
kama 211, 212, 213. i ' E ' 
Ponajprije je već od SUNDMANA 1907. poznato (čak je S etaMeua) 
WEIERSTRASS 1889., cf. o tom [41] 121.2, p. 50), da je opća, seat sa 
kolizija u problemu više tijela moguća samo, ako je ukup ' 
tava c=(C€, 02, 6 kođer j = 
dea iavarijahilie ravnine. Za slučaj n = 3 gaća! im Nia Z 
u raspravi [12] odnosno [17]. U prvoj radnji na lado roni 
da se rezultat može neposredno prenijeti na opće ra že 
eksplicite proveo H. CG. A a iga Po E on 
. SokoLov [29] [31], ali ću spom £ 
nj dk iaa [40]. Poeni: ću se osvrnuti na a by i 
tek zatim se vraćam na SUNDMANOVvE IZVOĆe Je (*,.- 
miudk u moj sustav konstrukcije rješenja problema više tijela. 
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)=0. Također je poznato, da tada nema 


\ 


U monografiji [41] citirao sam i ukratko prikazao više radova ukra- 
jinskog matematičara Ju. SokoLova, koji ulaze u okvir ove rasprave. 
O tome cf. 1. c. 113.2 i naročito tamo cit. lit. [85] i [131]. Prva od tih 
radnji sadržava dio identičan u biti s [29], a autorova je dizertacija; na 
nju se vraćam još ovdje u 213. U raspravi [29] počinje SokoLov rije- 
čima »... Bei seinem Beweise geht SUNDMAN aus von den Bewegungs- 
gleichungen der drei Korper in der Form, die LAGRANGE in seiner be- 
riihmten Arbeit ,,Essai sur le problčme des trois corps" gegeben hat« 
(cf. [41] i tamo 1. c. [1]) »und welche sich nicht auf das Problem der 
n Korper verallgemeinern lasst.« To nije točno, jer se SUNDMAN služi kod 
dokaza u [12] običnim relativnim koordinatama, a ne LAGRANGEOVviM 
jednadžbama (cf. [41] 131.1 (196) p. 68); te se, istina, ne mogu nepo- 
sredno prenijeti na opće n 2 4. Naprotiv u [17] radi s Jacosijevim 
koordinatama, koje se u RaDAUuovim formulama neposredno poopćuju 
nan 24 (cf. 1. c. ovdje 112), protivno tvrdnji SokoLova, a svakako nisu 
LAGRANGEovEe. Za ove cf. [45] 11, p. 49, te [41] 111. — »Die Hauptrolle 
bei diesem Beweise. spielten zwei Formeln, von welchen eine von LA- 
GRANGE gegeben wurde, wahrend die andere von SUNDMAN durch Kom- 
bination dieser Formel mit dem Energieintegrale erhalten wurde.« To 
su poznata formula LAGRANGEova (jedna od njegovih diferencijalnih 
jednadžbi, za koje autor veli, da se njima SUNDMAN služio) i SunpMANOva 
(cf. [41] 113.2 (90) (90) p. 34; 113.3 (97) (98) (100) p. 37). No dalji 
dokaz SokoLova ne donosi ništa novo: lemu »Ako je limJ =0,t>t,, 
to lim JV = O« dokazuje u biti jednako kao LEviI-CiviTA (august 1917), 
koji radi kanonski i vektorski; samo dulje i s nekom analogijom sa 


SUuNDMANOmM. Izvodi naime relaciju (1/4) (J,2—],2) —2 k(Ji—J) = ŠVaJ 
: to 
zbog monotonosti i <0 u (kh St); to je SuNpMaANov zaključak 
2 
»Tauberian«: V> +00, V>2h...t,>t, r2? =V+2h>0 


dI 2 di? 
sgn Sr<o const u € <t,. Lijevo je konačan limes, dakle i desno, 


ote je V manjeg stupnja beskonačnosti nego 1/J. Kod LEviI-CIviTE je 


1 1 : : 
re 3 E? si (T = Erin, c vektor impulsmomenta, cf. [41] 122.1, p. 56/57 


(168) (175)) > (i —J,2) + 24 (,—J)) = [TAJ € # OdajelimT= + oo, 
1 
J—>0, stupnja 2 1, pa integral desno divergira, dok je lijevo konačno, 


što je nemoguće. Dakle J —> 0 implicira c=0. Tu je LAGRANGEOVA 
. 2 

jednadžba dobila oblik Ž 55 =T+2h, kako radi kasnije i CHAZY. 
Onda SokoLov na temelju SUNDMANOVE ideje dokazuje a=0(1=1... n) 


j i $ A : dr 
S pomoću EurrRova identiteta s#2 = S (yizi— Zi)? = re ve — re Za 
(02 = Sx2); s# S ržve < re 2 (V + h) STE (V + k)-> 0, samo je 
i rai 
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drugačija ta ocjena veličina nego kod SUNDMANA (cf. 12] i [41] 121.1 
(139) p. 44 i drugu raspravu). Referent u »Jahrbuch iiber die Fortschritte 
der Methematik« (53; p. 896) primjećuje, da je ta ocjena pogrešna, jer 
izlaze pojedine plošne brzine = 0. U raspravi [31] zaključuje SokoLov 
s pomoću LAGRANGEova i EuLERova identiteta ovako: 


y : i : 
= (S mrvu = 
izi 
= ( Mu rč) (* mi 02) =J(2V+4h) >o0. 
i=1 i=1 : 


Onda poopćuje problem na općenite sile (cf. [41] 113.2, 113.3) sa 
lim r2ei- f (1) = 2a resp. ime Fo) =1f0=——7 "2, F(r) poten- 
r>+0 r>-0 'd 


i i S 
cijal, a>>0 (NEwTonN: fo)=e Tar a=:95 U=G-1-%*; dhe 
ik 


(86) (87) p. 33/34; [39] Ch. V) i nalazi, da tamo zaključak na c=0 
općenito nije ispravan. 


n 
= PA Mu S (xiy Kik — ik X1j) 
E 


J. O. FLEGkENSTEIN [40] polazi od sustava vektorskih jednadžbi 


M. MrLankovića (Uber die Verwendung vektorieller Bahnelemente in der 
Storungsrechnung. Bull. Ac. Serb. Sci.; Cl. math. nat. Belgrade 1939, 
No 6): ' 
1)a=2: C=rXv, D=vXC>7 1 C.D =0, 
(u? x, D?) B/a 
G* 
C=Vup, D=ne; u=& (mr++m2), —>D*=E"; 
*| (već G. JAUMANN 1912) 
ći ==C sin 92 sin €, ca==—C cos 91 sin i, ca = G cos1; - 
D,y= D (cos 9? cos w — sin 92 sin o cos i), 
D» = D (sin 9 cos o + cos 92 sin o cosi), D;=Dsino sini, 


(€—T)=uu—Dsinu; 


10% ucosu— D D Csinu (CXD), 


Čop! DoT sve=t 


uVu*—D:, sinu : gP—D*._ cosu D 
i CD u—Deosu DE oris ) 


2) n 23: funkcija perturbacije R= ži k"mi (=- = Kai 
č i Oik Tik 


2.2 2 ; 
M e TK) GERA grad, R =0, 


dC di dT 2 d 12 — D? 
a rai 


dC | 
resp. 3, = (C X grade R) -- (D X gradp R), 


dD 2 2 

7; =0D S ama C _aR 
dt ( X grade R) + C: (C X gradp R)— D: .D IT" : 
dT: .iG3 

S AT. +D.gradp R 


(A. BrLimovič: Uber die Anwendung der Pfaffschen Methode in der 


tion N. 273, 1943, 161—178). Resp. F (sila perturbacije) 
Sr =rXF, DT; =(FX0)+(vX (XP), (G. JAUMANN: Theorie der 


Gravitation, oi YE < Ak. Wiss. Wien, 121, 1912, spec 

u. EO 2 -+ u r) 2 1 , 2 , i . 
PP. 127—133), 4 TOG (rv) (vF) — Dr (rD) (rF) (B. Poro- 
vić: Novi oblici jednačina poremećaj j 

ja u kretanju planeta. Glas Srp. ak. 
nauk. CXCVIII, O. pr. mat. N. s. 3, 1950, 129—139) = (Les igor 
Brelco des perturbations dans le mouvement des plančtes. Bull. Ac. 
7 Sci. 5, 1952, 123—126). Uočimo li osim toga činjenicu, da od 
M. MiLankovića postoji vektorski dokaz za LAGRANGEOova egzaktna rje- 
oja iz 1911., te već dva udžbenika nebeske mehanike izložena vektor- 
: 2 metodom (1935, 1947) — moramo konstatirati kao izraziti kuriozum, 
i . KLER 1954. (Vector solution of LAGRANGE's special cases of the 
ok bodies problem. Bull. Astr. Inst. Czechoslovakia, 5, 1954, No 2 
a2) veli p. 31, $ 12 Conclusion: »as far as is known to the author, 
E: use bd vectors.... are here published for the first time« (?). Nažalost 
vi i ne zapaža ni referent MERMAN (Ref. Žurnal Astr. 3, 
Same kvantitativne karakteristike limesa, t. j. limi ij 

Sionski sa, t. j. limitne relacije glase u 
min—3A=2 binarni sudar u probl iju tijela = ij 
pak kolizija) 1 problemu triju dijela parcijalna 


lim Vr«r=—vV2 (mH m2), TE=TuQ—>0; 
Bin Vr.x=—pV2(m+m2)... Se=1, rr ==2 (my + me) +0 (r), 


"o: IK 
9 
= Va (21h m2) + 55 -b-o (£"), t=t— to (SUNDMAN 1909 [14]) 


b) MERAns t . sa f Kk : : 
tana kolizija) (ternarni sudar u problemu triju tijela = opća simul- 


k nai aa. : 3 3/, 
a VR.R=—VA +o (VR), A=2M a 2) "općenito; 
izi Mi 
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(SUNDMAN 1907 [12]) lim Vr-n=—V2 (m + m + m) =—V2M; 


t>b 
Vi : i ee DOLA no (€ 
= zME+o (9, R= zM bi £':--o (€) 


(cf. [41] 121.1 (137) (138) p. 44; 131.1 (198) (206) (211) p. 69/71; 21141, 
Teor. I, p. 82; 211.2 Teor. III, p. 84, Teor. IV, p. 85;n = 2: 1131 (85) 


p. 33; 212.1 (26) p. 90) (VERNIĆ 1951) dg k 
dnž>41<Agn (parcijalna simultana kolizija u problemu: više 
tijela, ev. binarna na jednu stranu ili opća na drugu stranu) (koordinate 


RADAV) A 

lim Vrpe: Tu = bje lim VIA + =Ci, Ti = oj: #0 (#9, 
 u=G6+0(€9, Jf=C,€"+0(0) 

(cf. moju iduću raspravu). 


Metoda dokaza se kod SUNDMANA prirodno i logički uklapa u metodiku 
dokaza za korake, koji prethode ovome, kao i za one, što slijede. S po- 


moću LAGRaNGEova i EuLERova identiteta je u slučaju a) Sa = 
_ pie + S (i — yaj? (ef. [41] 121.1 (139) p. 44); u slučaju b) 


8 gi o & re 3 (am—ni),R. 

id A Mi =2miEtas Mi TI 

a u slučaju c) P p dia : 
P= i V— X» 2 

ine." m i SE? => m, >= (Ja 0%) + 


v=2 p 


£ : 3 Ja 
My-1 . —— y p 2, E . 
+ ? My uy S (E, "po UI 6) o 


Odavle je za izvod tvrdnji u prethodnoj. točki izašlo za t>&, da svi 
članovi u navedenim relacijama teže k nuli, budući da postoje ograde 
2 
pcA, 
sebno uzetim) još beskonačno puta oscilirati, kad £-> — 0. Ocjenom ve- 
ličina d (2) ž d (1). d (4) isključena je i ta mogućnost, kako je 
' y i . . 
prikazano u prethodnoj točki 121. Sad možemo iz navedenih formula 


dobiti veličine a) lim 772, b) lim RR2, c) lim VJA- o? ili lim VJa: 0. 
Iz njih onda integracijom, koja je tu legitimna, dobivamo drugu grupu 
navedenih formula. Točne i potpune izvode dajem u drugoj, idućoj 
raspravi. 


še B. Ti omjeri mogli su po spomenutim relacijama (za- 
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Kako su u velikoj SunpManNovoj raspravi [17] rezimirane formule i 
izvodi in extenso samo u pogledu binarnog sudara (dakle drugi dio 
rasprave [12] i cijela rasprava [14]), ostali su SUNDMANOVi rezultati iz 


.b) gotovo potpuno nepoznati kasnijim istraživačima. O njima nema ni 


spomena u udžbeniku [39], koji izlaže baš tu građu (cf. [39] Ch. V, 
spec. » The function — theoretical character of the collisions« $$ 415—425; 
»The Problem of three bodies« $$ 426—440). Jedini izuzetak je djelo- 
mično Ju. SokoLov (cf. [41] 113.2 (92) p. 35). Uzrokom takvu stanju 
nije samo nepoznavanje ŠUNDMANOVih rezultata iz prvog dijela radnje 
[12], nego-i pogrešni rezultati čitavog niza istraživača, koji se služe 
istom metodom, a kojoj ovdje nema mjesta. O tome sam opširno pisao 
u [41] (cf. 113.2, 132.1, 132.2, 132.3). Uostalom, po svemu možemo s ve- 
likom vjerojatnošću zaključiti, da je i sam SUNDMAN smatrao trojni 
sudar »teškim« singularitetom. Uporedi posljednje retke u [12], naročito 
različitu stilizaciju za binarnu i opću koliziju u pogledu najavljenih 
budućih rezultata; osim toga nije te rezultate ni publicirao poslije 
BrLockovih radova (cf. [41] lit. cit. [19]). Najzad, ni sam nije reprodu- 
cirao svoje izvode i formule za ternarni sudar iz [12] u velikoj raspravi 
[17], nego samo citira rezultat o limitnim konfiguracijama, o čemu ćemo 
govoriti u idućoj točki. 

3. Određeni. konfiguracijski limes (limitne figure). Sad već raspola- 
žeimo potrebnom i dovoljnom bazom za konstrukciju lokalne regulari- 
zacije, dakle uklanjanja singulariteta pojedinog, izoliranog sudara. Me- 
đutim, u kasnijem toku (222) trebat ćemo bezuvjetno relacije, povezane 
s karakterom konfiguracijskog limesa, odnosno limiinih figura, t. j. kon- 
figuracije, kojoj teži A tijela (1 SA <n) u času (parcijalne) kolizije 
A mas4. Metodički i logički, izvođenje tih odnosa i formula dolazi 
ovamo. No ne samo to. Već sam u točki 112 citirao WINTNERa ([39] 8361, 
P. 279) i njegovo mišljenje o značenju teorema o limitnim figurama, 
iako on (kako smo vidjeli i kako ćemo još vidjeti) priznaje vrlo mali 
dio dostignuća u problemu sudara više tijela. Doista, citiranim teore- 
mom o limitnim figurama izriče se, po mom sudu, najdublji razlog (ratio 
sufficiens essendi) i ujedno najmoćniji izvor intuitivnog shvaćanja su- 
štine problema: a) u času ma kakva sudara od A masa (1Z<SA<Zn) one 
teže prema određenoj centralnoj konfiguraciji; b) dakle takvoj, u kojoj 
se svaka masa giba oko zajedničkog (parcijalnog) baricentra po zakonima: 
problema dvaju tijela; c) dakle se u slučaju ma kakva sudara odnosi. 
Problema više tijela (A) svode na odnose problema dvaju tijela; d) odatle 
izviru sva svojstva, koja zajedno tvore rješenje problema više tijela, 
Jer analogni odnosi vrijede u problemu dvaju tijela. Taj princip reduk- 
Cije problema sudara više tijela na problem dvaju tijela prikazao sam i 
osvijetlio s raznih strana za n = 3 u [41] (111.2 (22) p. 14; 111.2 p. 15/16; 
112.2, p. 26; 113.1 (84) (85) p. 33; 121.1, 43/44; 1331, p. 7%; 211.2, 
Kor. I, Be. 851221, p. 88/91; 212.2, p. 91; 231.2, B. 422; 252.2——3; 
P. 126—130; [43] passim; analogna razmatranja za imaginarne sudare 
sadržavaju: [41] 133.2, pp. 79—81; 213, pp. 92—99; cf. još [44] 2, 
P. 6—9, Teor. III + IV). 
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Prelazim sad na kritički prikaz historijskim redom radova o central- 
nim konfiguracijama općenito (isključeni su specijalni slučajevi, za spe- 
cijalne mase, na pr. jednake; o tom cf. [39] Ch. V, Hist. Notes & Ref., 
te lit. cit. u [16]; na pr. A. BiLimovič: 1. Einige particulare Losungen 
des Problems der x Kčrper, A. N. 189, 1911, 181—185; 2. Uber einige 
partikulare Lo&sungen des n-K&6rperproblems, Glas Srb. ak. nauk. 128 
(59), 1927, 17—42 + Ref. »Jahrb. ib. d. Fortschr. d. Math.« 54, 832; 
3, Uber die Rolle der Archimedischen gleicheckigen Polyeder im n-Kor- 
perproblem, Bul. Ac. Sci. Serb. Cl. Mat. Nat. A 7, 1941,197—212.+ Ref. 
»Math. Reviews« 10, 746; sve i s općenitijim silama). Na kraju ćemo 
razmotriti dokaz, da su te centralne konfiguracije upravo limitne figure. 

Imamo ponajprije radnju W. VrLrmMANNa [2]. On razmatra najprije 
kolinearna rješenja, t. j. takva, u kojima postoji instantani (momentani) 
pravac, koji u svakom času sadržava svih 2 masa mi (i=1...m), ali ne 
mora biti fiksan u prostoru. Pretpostavlja u tim izvodima, da se sve mase 
giblju u homotetičnim elipsama oko po volji odabrane točke F kao za- 
jedničkog fokusa na tom pravcu. Sam pravac se vrti oko točke F pro- 
mjenljivom kutnom brzinom y. Zbog suponiranih staza su privlačne sile 
među masama NEwronove, i gibanje se vrši po KEPLEROvim zakonima 
s istom ekscentričnom anomalijom i (numeričkim) ekscentricitetom. Kon- 
figuracija je homografska, t. ). sama sebi slična u toku čitavog gibanja. 
No kad postavlja uvjete na akceleracije, nepravilnim predznacima za 
pojedine akceleracije izlazi mu takvo gibanje nemoguće za neparne 7, 
moguće za parne 7, što.je očito pogrešno (bez obzira na neke sitnije 
nezgrapnosti), kako vidimo za z < 3. Zatim razmatra ravno gibanje za 
n=3 i dobiva, da rezultanta sila na svako tijelo mora ići točkom F. 
Na kraju tog odlomka samo veli, da (se) analogno »wiirde man ebenso 
ein Integral der Differentialgleichungen beliebig vieler Korper erhalten« 
s Pi=k-mri. Najzad za n masa s ma kakvim položajem (osim na 
pravcu), koje se oko F kreću istom kutnom brzinom (ali promjenljivom) 
homografski, s istim uvjetom za rezultantne sile Pi, dobiva, da ukupni 
zakretni moment (suma zakretnih momenata) mora biti 0. Zatim mu 
izlazi, nepravilnim postavkama pojedinih impulsmomenata, da je za 
parno n sustav nemoguć; što je opet očita pogreška, kako pokazuje na pr. 

.homotetično (dakle po pravcima baricentrom) gibanje u konfiguraciji 
tetraedra za n = 4 (cf. [39] Ch. V, $ 325, p. 245 Note; & 360, (i)—(ili) 
Pp. 277). Oblik konfiguracije i diskusiju uopće ne izvodi. 

R. HorPE [3] polazi od pravocrtnog gibanja istostranog trokuta i utvr- 
đuje, da je razmještaj materijalnih točaka na vrhovima pravilnog poli- 
gona moguć samo uz jednake mase (u središtu = baricentru ev. još ma 
kakva masa; cf. [18] [22] S 3; [39] Ch. V, 8 360 (iii) p. 279); na uglo- 
vima pravilnih poliedara opet uz jednake mase (što je suvišna restrik- 
cija za n = 4: tetraedar) i izvodi formule za integral energije u tim slu- 

čajevima. Razlog danas vidimo u činjenici, što te figure više nisu ekvi- 
distantne ru E ru, jer postoje dijagonale, osim kod tetraedra (cf. [41] 
131.3, p. 72). ' 
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O, DzroBEK je u svom značajnom i svojevrsnom udžbeniku [5] doka- 
zao teorem za slučaj problema triju tijela (# = 3), koji je danas poznat 
podj njegovim imenom (cf. [41] 131.1, p. 68; 121.1, p. 48): »ako je u 
problemu triju tijela ukupni impulsmoment c = 0, gibanje je ravno« 
(trajno u istoj ravnini, fiksnoj u prostoru). Njegov dokaz je vrlo za- 
mršen, jer ga uklapa u komplicirano eksplicitno izvođenje LAGRANGEove 
redukcije problema triju tijela na 7..red u dotjeranoj notaciji O. HrssEa. 
Naj navedenom mjestu prikazao sam vrlo kratki i jednostavni dokaz 
SU DMANA iz [12] [17] za tu činjenicu. Važno je uočiti, da je to sasvim 
izuzetni slučaj unutar svih » & 2. Zan =2 je gibanje eo ipso ravno; za 
A znači c = O samo, da nema određene invarijabilne ravnine, a: gi- 
bahje može biti prostorno: na pr. gibanje po težišnicama tetraedra prema 
centru. Dublji je razlog tome, što je u slučaju n = 3 tzv. koplanarno 
gibanje (»plosnato« po WINTNERU [39] Ch. V, $ 325, p. 245), dakle 


+ takvo, u kojemu postoji instantana (momentana) ravnina koja u svakom 


času sadržava svih x masa mi (= 1...n), ali ne mora biti fiksna u pro- 
sforu — trajno ostvareno. Jer tri točke određuju uvijek točno jednu rav- 
inu, ako nisu specijalno kolinearne. A postoji opći teorem: »gibanje 
ez invarijabilne ravnine (c = 0) je ravno, čim je koplanarno« (cf. [39] 
h. V, S 326, p. 247). Na vezu sa sudarima prema rezultatima prethodne 
očke 122 vraćam se kasnije. 
Točnije rezultate od prethodnika postiže R. LEHMAN-FiLHES [7], koji 
ajprije primjećuje također, da u slučaju centralnih konfiguracija za 
a 3 ide rezultanta sila na svaku masu trajno težištem sustava = sre- 
dištem masa (dakle točnije rečeno nego kod VELTMANNA; cf. teorem 
ILANKOVIĆA s obratom te tvrdnje [41] 131.2, p. 70/71, 132.2, p. 77 i 
81. e. Također cf, LAPLACE: Mćcanique cćleste, Livre X, Ch. VI). 
Zatim poopćuje ravne centralne konfiguracije san =3 nan 24, i to: 
P storna konfiguracija tetraedra za n = 4 i kolinearne konfiguracije 
za opće 7 (sve n). U tetraedričnom slučaju moraju tvoriti brzine iste 
k tove s težišnicama (analogno slučaju istostranog trokuta), no to mu 
o dje ne daje mogućnost općeg pomaka, samo je pravčasto gibanje duž: 
t išnica moguće. Ta je značajna okolnost igrala priličnu ulogu u pro- 
b emu više tijela, specijalno triju tijela s obzirom na to, da se centralne 
nfiguracije javljaju kao limitne figure kod sudara svih vrsta. To je 
velo neke istraživače, da smatraju pravčasto gibanje jedinim mogućim 
pom višestruke kolizije, spec. opće kolizije u problemu triju tijela. 
tome opširnije cf. [41] 123.1, p. 61; 132.1, p. 74; 132.2, p. 76/77; 213.3, 
+ 29 Anm. VIII; zatim tako veli J. Cuazy [18] [22] p. 322 te $ 2, 
ao (3) ff, te Ju. SokoLov u radnji lit. cit. [108] u [41]. To je, među- 
im, točnozan >4,noneizan =3. 
m rjeđe dvije rasprave, koje u potpunosti rješavaju problem central- 
ia a iguracija, kako je danas poznat. Dakle bez izbrojavanja svih 
i gri centralnih konfiguracija za danih x masa mi (i =1 ...M), cf. 
Ma 12.139] $ 365 u točki 112. Prvo je radnja O. Dzroseka [10], koja 
Ro Ja osnovne relaci je problema i daje vrlo duboku intuitivnu inter- 
aciju, naročito s našeg današnjeg stajališta. DzroBEK načelno izvodi 
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svojstva centralnih konfiguracija, kao osobitih ekstremalnih konfi 
cija, iz paralelnog promatranja dinamičkih svojstava dvaju problema 
on tijela: a) NewTonova problema sa silama “ ri, odnosno potenci- 


1.7 a 
jalom V=A" ba šou i b) »elastičnog« problema sa silama N7ik, 
Zk o Tik ' 
a b'2 1...7 \ ' ' : x 
odnosno potencijalom W=— -2" bi mj ma Tik. Bitno je sad, da je taj 
fZk 


1 
potencijal u stvari polarni momeni ustrajhosti ili LAGRANGEova funk- 
cija J=VW. A duboku povezanost pokazuje ne samo LAGRANGEOVA 


jednadžba si -3V = V+2h, nego i BERTRANDOV teorem: gib 


u elipsama jedne mase oko druge (ili sasvim općenito: u ma ka 
zatvorenim krivuljama) nužno se vrši na osnovu jednog od dvaju 
gućih zakona sila: f = cr odnosno f=c:r-. Mogli bismo dodati, dajje 
prvi slučaj moguć samo onda, ako je jedna masa u centru elipse. U tome 
vidim najdublji dinamički »ratio sufficiens essendi« za odlučnu sloj 
LAGRANGEove jednadžbe i funkcije u konstrukciji rješenja općeg prd-: 
blema više tijela. — DZIOBEK brzo dobiva, da je za potencijal W moguće 
u prostornom slučaju samo pravčasto gibanje uz uvjet homotetije (cf. 
kasnije [39] Ch. V, $$ 369—382 bis, pp. 284—306), a u ravnom slučaj 
imamo uvijek moguće gibanje u sličnim krivuljama. Kad poveže poten- 
cijale V i W, onda mu se sila na %-tu masu mi svodi na Bi = c-rTi, što je 
definicija centralne konfiguracije Pi = —omiri, a te rezultante idu s 
dištem masa (baricentrom G); početne brzine vi tvore isti kut s radijima 
vektorima: (vi, ri) =a. Da su centralne konfiguracije moguće, 
lazi (ne sasvim rigoroznim razmatranjem) iz V< + oo, 
5 pij 1 nene : (A : 
Pag TURA i primjenom teorema o homogenim funkcijama. Napo- 
minje zatim, da je LzamMAn-FiLuts [7] riješio problem pravčastog i- 
banja u centralnim konfiguracijama, no ništa za ravno gibanje; a smatra 
da takvih mora biti još, osim njegovih evidentnih (»Die Behandlung 
der mit Leichtigkeit integrablen Tille in denen n Punkte von gleicler 
Masse in den Ecken eines reguliren 7-Ecks stehen, hat kein besonderes 
Interesse« [7]; cf. također naprijed citirane radove A. BrLiMOVIČA). 


n>3 i ravno gibanje moraju nužno postojati relacije među 


o odnsbknih. distancija 1, i tih je ? -1(n—2) 0—9):B= 
(j=1...p) (cf. [39] Ch. V, $ 357 (6i-3) p- 275; za kolinearni je sluča 
= 3 — 1) (n— 2); DZIOBEKOV slučaj je ispunjen općenitije za xd 


narno gibanje; za prostorno nekoplanarno gibanje je P = 5 3) (n—4)). \ 


v. n . . . . . 
Sad se traži (3) nepoznatih 7;x tako, da je V max, min, minimax uz 
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W= i F;=0; primjenjuje na kraju LAGRANGEovu metodu neodre- 


đenih multiplikatora. Tako i danas najpovoljnije radimo. Zan = 3 je izu- 


zetan slučaj: nema F; = is La , mr 3/ k2 

J i=0. a kra =0, ra = zA = Const ; 

»istrostrani trokut«. Jednadžbi 0o= OV. oW Fu. (n 
Pak ra rode O Tik Je +3 


jednadžbi fi= O je b i jedna W = G; u svemu isto toliko, koliko i nepo- 
znatih Tik, li, k ž Općenito dakle uz date konačne mase konačan be j 
MEJE nije. pi ori No kako PIZZETTI već u idućoj radnji zadnja 
: ije, nije po nipošto a priori evidentno, da će Dzro či 
s redukcijom potencijala V na W = GC (slobodn k PdoK jača, 
tipove homografskih, centralnih konfiguracija a zan ea Mr 
< Psend nn vorhanden fot, jo fur pose vaj Make i 
L mer ebene Centrale Figuren existieren, das zu beweisen i i 
. Bogen, wenn es auch, wie bereits erwahnt, oja 
wahrsc einlich ist.« — Najzad DzioBEK diskutira slučaj n = 4 i nalazi 
ni put netrivijalnu i nipošto evidentnu konfiguraciju četverokuta (kom 
Masnog e orla jednim uvjetom: [41] 123.1 (188) p. 62 prema 
s de ), ee ga je (čini se) nezavisno našao; također [39] Ch. V 
i ta . p ki tu je specijalno sadržan romb. No uvjet je samo 
E) A Z ovoljan; jer tvrdnja već ne vrijedi za kvadrat (specijalni 
da in dika o Sa biti jednake. 
A nji autor Paolo PIZZETTI 11]. On 1 i i 
5 = X: Sri: opći rd n tijela Sa celom 
, ali veli, da izvodi vrijede općenito za V “r", a cio j 
Bje Poronov lc. u 112) vidi se, da rezultati zapravo nisu sadnja 
i... gri oo problem n tijela. Zatim ponavlja rezultat LEHMAN- 
Pai gore zan =4 i dokazuje (na temelju supozicije homo- 
ija gl pomo: : EuLERovih jednadžbi za prostorno gibanje sustava) 
m dali čeoni on ke homotetičnost u užem smislu, 
Berra k »homotetična dilatacija«; nemoguća je » 
mje aka datur). Još dodaje podrobnije maa oi 
Mi ie ma = 6) moraju samo suprotne mase biti jednake; kod 
MT sa ĐĐ. moraju sve mase biti jednake; ravne figure su razne 
14 uključi a Ku gotovo sasvim kompletna diskusija mogućih sluča- 
o Bia L o inearnih. Moderni dokazi u [39] Ch. V,'$$ 369—382 
KA u (1) otigl i ima i tamo omašaka (na pr. 8 370 bis, p. 286 
0 oi pogrešno, kako je izloženo, jer nije ispunjeno za 
< Feije Rd pasus iza tvrdnje (ii). Zatim $ 378, p. 299, gdje 
Sei nI f 3 omografska rješenja uvjet c = 0 nuždan i dovoljan za 
BE no sai ka što očito nije istina također za n = 3, cf. 122. 
[28] lea pre [28] [30] [38], koje ne donose ništa novo. 
o oj u vidu primjenu na (stariju) teoriju atoma, ali ne 
J pće literaturu o problemu iz nebeske mehanike. U [30] Uvo 
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WEGNER ispituje uvjete za opće centralne konfiguracije uz m 2 4 nado- 
vezujući na N. DEeLauNAYa_ 1905 (cf: [41] i tamo 1. c. [14]). Konačno 
D. MmajLović u [38] provodi BLockove račune iz [15] eksplicitno i 
dijelom vektorski za tetraedar kod 2 = 4. 

Veza, da su centralne konfiguracije upravo limitne figure kod ma 

kakva sudara, dolazi prvi put kod K. F. SUNDMANa. Koliko je njeno zna- 
čenje, rekao sam uvodno u ovoj točki. Dokaz tog teorema izveden je kod 
SUNDMANA zapravo u cijelosti za sve slučajeve (realnih) sudara u pro- 
blemu: dvaju i triju tijela (zn =2,n = 3). Doista, za n = 2 se gibanje 
obiju mas4 oko zajedničkog baricentra vrši u (»apsolutnim«) konikama, 
koje su međusobno slične, a gibanje je »sinhrono«. Svakako WINTNER 
krivo kaže (cf. [39] Ch. V, $ 378 bis, p. 301): »In fact, the configuration 
formed by two _-arbitrary masses: is... always a central configuration. 
It follows therefore, ... that every solution ... of the problem of n =2 
bodies is homothetic.« Ta očito pogrešna tvrdnja je posljedica griješke 
iz $ 370 bis. Prototip centralne konfiguracije, međutim, u kojoj su mo- 
gući realni sudari, jest samo jedan: pravčasto gibanje u problemu 
“dvaju tijela (cf. [41] 212.1, Teor. VII, p. 88—89, Kor. VII, p. 90—91; 
213.1, Fig. 14, te 1. c. ovdje povodom principa redukcije problema su- 
dara na problem dvaju tijela). Sad je dalje SuNDMAN pokazao, [14] 17], 
da se u slučaju binarnog sudara u problemu triju tijela n=3A4=2) 
konfiguracija dviju masa, koje sudjeluju u sudaru, asimptotski pribli- 
žava pravčastoj (sudarnoj) konfiguraciji iz problema dvaju tijela (zbog 
A = 2). To smo već izložili i citirali odnosna mjesta iz originalnih ra- 
dova, odnosno monografije [41] u točkama 121 i 122. Slučaj ternarnog 
sudara i limitnih figura kod njega je u stvari prvi slučaj uopće, da se 
taj teorem javlja: K. F. SUuNDMAN [12] (cf. [41] 131.2 i tamo Fig. 11, 
12,p. 69—71). Upirući se na limitne relacije, prikazane u točki 12211. c., 
SUNDMAN izvodi na temelju razmatranja vladanja trokuta triju tijela 
osnovnu alternativu: a) ili je limri = limr; = limrx, Ti = Tik; ili je 
b) limr; = lim (ri + 72), J> 0. U prvom slučaju je limitna figura isto- 
strani trokut i tijela se sudaraju u baricentru duž njegovih težišnica 
(simetrala ovdje); u drugom je slučaju 'jedna konstanta integracije ma- 
nje i tijela se sudaraju duž jednog pravca određenog smjera kroz bari- 
centar uz uvjet E; (2) =0, z = nadri = rulrik, gdje je Es (2) = 0 poznata 
LAGRANGEOova (zapravo EULEROVa) jednadžba 5" po omjeru 2, a linearna 
u masama. Obje limitne figure moguće su za sve vrijednosti masa ?i 
(tu je p = 0, vidi naprijed)“ Podvlačim, da pri analitičkoj provedbi svih 
dokaza SUNDMAN bitno upotrebljava relacije, koje izriču činjenice iz 121 
i 122, t. j. postojanje određenih sudarnih tangenti i kvantitativne karak- 
teristike limesa. Teorem o limitnim figurama ternarnog sudara reprodu- 
cirao je SUNDMAN u [17] samo kao rezultat, i to riječima. Tako je kon- 
kretni izgled njegovih izvoda. ostao uglavnom nepoznat. Razlog tom 
neobičnom zapostavljanju ovako fundamentalnih rezultata i metoda 
treba tražiti u skepsi prema ternarnom sudaru kao »teškom« transcen- 
dentnom singularitetu. O neosnovanosti tog shvaćanja govorit ću opšir- 
nije u točki 212 i osobito 213. 
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Nakon SUNDMANA imamo niz radova u vezi s opći čajem: limi 
figure kod simultanih kolizija od A masa (2 < de ni o ataspaaia 
figuracije tih A masa. Međutim, samo su radovi J. Cuazya [18] [22] [27] 
takvi, da nešto prelaze okvir SUNDMANOvih dostignuća. Doduše, imamo 
još jedan, no usamljeni pokušaj: M. JAsLonski [21]. Nažalost, ta mi 
radnja u originalu nije bila pristupačna, nego citiram po referatu (vidi 
popis literature) in extenso: »Diese Note ist cin Auszug, in welchem die 
Hauptresultate einer umfassenden Arbeit angekiindigt werden. Nachdem 
durch SUNDMAN schon speziellere Untersuchungen uber den Stoss mate- 
rieller Punkte angestellt worden sind, behandelt Verfasser ganz allge- 
mein den Fall von x Massenpunkten, die dem NEwronschen a 
unterworfen sind und von denen zur selben Zeit cine Gruppe von 
n, Punkten in einem Punkte A zusammenstosst, eine Gruppe von 
n Punkten in einem Punkte A,.u. s. w., Wahrend noch andere iso- 
liert bleiben konnen. Verfasser findet, dass in jeder Gruppe die zu- 
sammengestossenen Punkte die Tendenz haben, eine ganz bestimmte 
polyedrische Figur zu bilden, indem die Verhaltnisse ihrer gegense.tigen 
Entfernungen 'bestimmte Grenzwerte haben, die weder =0 noch un- 
endlich sind und nur von den Massen und der allgemeinen Attraktions- 
konstante abhangen kčnnen. Diese Gruppierungsfiguren sind die Gleich- 
gewichtsfiguren eines fingierten Systems von Punkten, mit denselben 
Massen wie im urspringlichen System, wenn diese sich zugleich nach 
dem NEwrTonschen Gesetz anziehen und proportional ihrer Entfernung 
sowie dem Produkt ihrer Massen abstossen. Weiter setzt Verfasser das 
Ergebnis spezieller Untersuchungen auseinander, die ihn schliesslich zu 
io allgemeinen Resultat gefiihrt haben und bezeichnet das Ganze 
a zi Etappe auf einem Wege, den er weiter zu verfolgen gedenkt.« 
(Schnee) — Ističem dvije okolnosti, koje se sa sigurnošću mogu razabrati 
“A tog prikaza: a) JABLONSKI je vrlo jasno i ispravno uočio i definirao 
da mrp lopćenitijeg parcijalnog simultanog sudara; b) metoda izvođe- 
: a i dokazivanja je DzrosEekova eksplicite, iako je ona implicite sadr- 
M o im našim izvodima, kako sam već izložio. Da li je autor uspio 
Maas replicišnoj metodi veću dokaznu snagu od DZIoBEka, ne mogu 
aim iti bez 2. u original, a vjerojatno ni tamo to ne će biti vidljivo 
g rom na kratkoću note. Šteta je svakako, što ta istraživanja nisu 

a nastavljena i što nije ništa dalje publicirano. 

g BE u zadnji [18] polazi od partikularnih integrala problema 
neka iku x = a4", yi = BE, za = yi E i traži njima »susjedne« 
ME. je s pomoću redova potencija P, (2) —> 0, odnosno —> oo (bez 
JN prvog terma). O samoj metodi partikularnih integrala raspra- 
m me io u [41] 132, PP: 72—77. Tamo sam i obrazložio njene 
a ostatke i iluzornost većine rezultata, koji se na njoj temelje. 
... e oro ami daje i ona — za specijalne slučajeve, koje jedino 
odao očiti: A = O (ukupno energija) i pravčasto gibanje, iako je tu 
i j zapravo trivijalna — isti rezultat: (1. c. p. 689) »Lorsque £ tend 
na je cas vers zćro ou vers l'infini, la figure formće par les 72 corps 
ers une figure-limite semblable a la figurexi =a, =fPi, zi = gi 
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tik 


quelle la resultante des attractions 


et, par suite, a une figure dans la 
n— 1 autres a pour extrćmitć le 


exercćes sur chacun des corps par les 
centre de gravitć.« — Dalje u raspravi [22] daje potpunu diskusiju kon- 


figuracija, te izvodi bitne formule, kako sam naveo već u [41] 123.1 
(185) —(187), uz isti početni korak (partikularni integral). Tu onda pro- 
vodi dokaz polazeći od slične ideje kao DZIoBEK: uzima 


1.587 n 1 
AA > Mmm = >) zm og (od baricentra), Uu=U +3), 
M fz i i 2 
U, U 4 o] VU IQ U pri 
—_ —— = = A .— = ——— A = = 
0 Xi 0 Xi + 2 2x ni PA 9X 0X Pima ei 
U 19U 
= —— i= 2 i — —\= 
a tja mi (kih ga tm) 


za same limitne figure. Dokaz, da su te centralne konfiguracije ujedno 
limitne figure izvodi se s pomoću transformacije ' 

- 1 35 

o KR mr ma Blas ca Pee 

= Xi Le Tik = Rk t; a= S : 

.e Žičani 1 3U ' 

2 i Bu A i= sE . 

PXAau= u kiks Kit SK 


i 


(10). 


Sad uvodi transcendentnu transformaciju t = €-“. O njoj i mogućnosti 


kvalitativnih zaključaka na temelju nje, s obzirom na karakter sudara 
kao pomičnih (mobilnih) singulariteta, raspravljao sam dovoljno kod 
[41] 132.1 (227) p. 75. Za dalje izvode CHAzrja na tom temelju uporedi 
naročito [41] 132.2, p. 76 odnosno 131.3, p. 71/72; 1231 p. 61/62. — On 


tu stavlja dalje 
gd=J.t-" — > mSX#, V= Ž miSXr*, pa mu 
ff jE 


atta 2 1 oU ' 
X'=3ši +3 mr kau" ..., (11) daje 


gr—g=V+2he“ (14). 


To sve, gotovo bez promjene, reproducira WINTNER U [39] Ch. V, 
$$ 363—364, pp. 280—282. U drugoj raspravi dat ću drugačiji dokaz 
za taj teorem, potpuno na liniji SuNDMANOvih ideja i njihova ispravnog 
poopćenja. Namjerno izbjegavam, da makar gdje, pa tako i tu, upo- 
trebljavam principijelno nezgodnu transformaciju (transcendentnu) CBA- 
zvja; iako ovdje ne kvari taj parcijalni rezultat, jer se radi samo o 
asimptotskom prikazu. — Konačno u raspravi [27] CHazy ponavlja pret- 
hodne rezultate ukratko (Ch. II, $ 5, p. 51/52). Kod ispitivanja asimptot- 
skog vladanja integrala problema za t—> + oo upotrebljena je metoda 
ispravna, jer se radi o bitnom nepomičnom ( fiksnom) singularitetu (Ch. 


VI, $ 11 (60)—(63), pp. 88—90). 
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U idućoj ću radnji pokazati, da taj i 

di g kazati, aj teorem doista vrijedi i za 
ia simultanu koliziju. No to je intuitivno obijdenihn: ako vakjedi 
rem, a su limitne figure od A mas4, kad se sve te mase sudare, a 
is masa uopće nema, upravo centralne konfiguracije — onda taj 
jeg i kad je prisutno daljih »— A masa u konačnoj udalje- 

; zira i 1 i a 
s Seheri oj 0, da li se neke od tih preostalih masa međusobno 


2, KONSTRUKCIJA RJEŠENJA > 
. 21. Lokalna regularizacija ili uniformizacija 


1 Egzistencija lokalne regularizacije. Dosad smo u i ikoni 
rješenja problema više tijela postigli ovo: utvrđeno ma m 
gibanje teče svakako regularno, da su nemogući pseudosudari bilo kakve 
go a da su sudari svake vrste doista singulariteti; zatim da u svakom 
slučaju sudara, t. j. sasvim općenito kod parcijalne simultane kolizije 
Boje određene sudarne tangente, da su ispunjene kvantitativne limitne 
relacije uvijek istog tipa: 7x — Cik'€4 + 0(€"), koje karakteriziraju 
a sudarni čas kao trolisno algebarsko razgranište, te da kod ško 
“zan iaai o i to upravo jedna od oedivalnih 
onfigi otični broj tijela. Tim j 1 i ij 
pja pie više tijela 1 anje Tea ipse Sad 
. Najbo ji način, da se vidi, kako je doista tako, j ama. 
cija Bo enog rješenja, i to di lčnića rađananjeto. oi: alle vojake a 
poje: E sudar, kao izoliranu singularnu točku, regularizirati. Dok je 
i oj čipa u arna a [8] tražio uvjete, kako bismo mogli izbjeći 
Meru, a doka 5 anku [9] pomišljao na mogućnost uklanjanja singu- 
i (kej .. e EMI EO A jednadžbi, 1 to kad su pomični 
ačI 1 listova (cf. [41. 1, p- 75 i tamošnji citat). 
a m) monografiji [41] opširno i dokumentirano sukao ovod 
tijela dia regularizacije dvojnog ili binarnog sudara u problemu triju 
de na (cf. [41] n = 2 EULER 111.2 (22) p. 14; n =3 re- 
Sansa ora lem THIELE 111.2, p. 13—16; n = 3, 2 fiksna centra 
MR ili. DP 15/16. Zatim drugi pravac: PAINLEVE 111.3, p. 16—19; 
E. me veni podla LEvi-CiviTA 112.1, p. 19, (41) p.21, (54) 
mi opad, 3, p- 28—29. Najzad 2 = 3, opći slučaj: BISCONCINI 


* i aa 
| kaon htio bih nadopuniti svoj prikaz radova Ju. SokoLova u [41] 
A : i : a đ i, PB 36/37 u pogledu »karakterističnih relacija« problema triju 

a slučaj općih sila i=e2.m; mak s potencijalom U m r7?“ (1 c. (86) 


Pp. 88 i date 
8 i tamo lit. cit. [180]), a koje sha E m8 (0) U+2h (1 e. (94) 


2 
P. 87), a. i ia. 
. a —jekela Eh 1 
Mo=-3 sadržavaju NEWTONOV, za a mi kubni zakon sila JacosBija (1. c. 
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Isto sam tako u citiranom djelu prikazao osnovni idejni stav SUND- 
MANa [14] [17] prema pitanju regularizacije (binarnog) sudara (cf. [41] 
121.1, p. 38), naročito prema PAiNLEvEu, na kojega nadovezuje, riječima: 
»SUNDMAN. dreht die Grundfrage um: es ist fur ihn unwesentlich, die 
Stossbedingungen im Sinne von PAINLEVE zu finden, um der Mščglich- 
keit von Zusammenstčssen zu entgehen; er zeigt im Gegenteil, dass die 
(binaren) Zusammenstosse kein uniiberwindliches Hindernis fir die Be- 
wegung bedeuten, dass also die Behauptung PAINLEVES, beim Stosse hore 
die Bewegung auf, nicht zutrifft, sondern dass man nach dem Zusam- 
menstosse konkret die analytische Fortsetzung der Bewegung definieren 
und auch analytisch durchfiihren kann.« Smisao regularizacije je sad u 
tom, da se nađe bar jedna prikladna transformacija, koja će pomični 


algebarski singularitet, sudara ukloniti u beskonačnost; a višeznačnost 
(trolisnog) razgraništa uniformizirati. O metodama i ideji uniformizacije 
govorio sam opširno na mnogo mjesta u mojoj monografiji (cf. [41], 
tI2.1, p. 19 citat LEvi-CrviTE: 121.1, p. 46 nota o neopravdanom 
stavu WINTNERa u [39] Ch. V, $$ 432—440, p. 342, 346: čitav 2. dio 
monografije posvećen je uniformizaciji problema, spec. 221.1, p. 99/100, 
a naročito odsječak 23 o uniformizaciji s pogl. 231 »Regularisierung und 
Uniformisierung« pp. 119—122; pogl. 232 »Uniformisierung des Zwei- 
 korperproblems« pp. 123—130; pogl. 233 »Kinematische_Uniformisie- 
* rung des Dreikorperproblems« pp. 130—135. O razlikovanju pojma 


(87) (88) p. 34). Tu je svoju formulu SokoLov poopćio za ma kakve centralne sile 
a 
f (0) (lc. lt. [112]) na oblik H Šar _ mome Fo) + mama F(r) + mam F (09) + 2, 


Fe)=2U(,)—r:f (1) (e. (96) p. 37). Naime, -.u svojim predavanjima o dinamici [1] 
€. GL J. Jacosi ima već prvu od općih formula SokoLova, i to je izvodi na prvom 
mjestu, a tek odatle za slučaj NEwTOnNova zakona, i to, čini se, bez poznavanja LA- 
GRANGEova rada iz 1772.; barem ga ne citira. Na p. 22 svojih predavanja [1] ima 


formulu (2) Ea Nm = (26 +4)U +4h, gdje je k stupanj homogenosti po 
i= 

7; kod U. Dakle je k= —2a, 2+k=2(1—d), a sam Jacosr izvodi identitet 

M 3 nasu m; M rat M2(A2+B2+C?) (r; su baricentrični radijivektori, 

Tik eduidbne E kaić Jacosr piše ryg, it. d. A, B, C su koordinate baricentra u 


inercijalnom sustavu, kod nas dakle A=B=€C = 0). Tako izlazi p. 23, 1. c., formula (4) 


o PE t 
nA E ži mm) =2(k+2)U+4h. Onda kaže na Pp. 27: »Fir das Sonnen- 
i<k 


1 d? 1 u 9 
system stk=—1 ( =3) also hat man g Hi Mj M Tjk =2U+4h, U = 


1.7 
a . . . s. ja .. . 
= > mj mu Tik . Napominjem na kraju, da SokoLov ne navodi izrijekom ovo mjesto 


T= k 
kod JacoBija. 
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»geometrijske« i »kinematičke« uniformizacij 
jel. c. 231.3 Teor. 

Def V, Kor, XXII, p. 122/123; 232.2 (n = 2), 232.3 pp. uo on 
chlusstheorem XXXV, p. 134.) Zbog toga se ovdje ne ć om ze 
M vati. J ću na tom za- 
Bitno je, da je SUNDMAN U ras i di : 

i INDMAN U raspravi [14], prošireno u [17],i 
dokazao, da se pojedini binarni sudar masa m,, m s Rese 
Ti» S 1 može regularizirati transformacijom nezavisne vari jable meni 


t na novu nezavisnu varij ij i 
M Ljišju odi msn Ka can (izraz od THIELEa, cf. [41] 
dt=r-du. 


Svakako je neispravno, kad WINTNER kaže, da je »introduction of (9) 


i 
$ 414 (u=u(0) — | dilra (1) is mentioned already by BRuns (A. N. 


. ie u... »This theory is due, in its present: 
BJ KE loš tough several results were known before him 
“BRA ša - 121). Kod BRunsa naprotiv stoji u cijelosti (p. 220): 
>. s anal 4 mg des Zweikčrperproblems. Hier, wie bei anderen 
analytische Pod i otjaajepi Zeit die piano si tka žio polie. 
Form der Darstellung wird dađurch čeanekt Ma dla deordičskn und 
C : 1 , ht, dass die Coordi 
Bit “sata Hilfsvariable ausgedriickt werden, desi Zli kada 
a "Pe, pro iole g arm zwei ist« »... beim Dreikorperproblem 
MIA rai rei Distanzen zwischen: den Kčrpern bedeuten ge- 
ni is i auftretende Verzweigungspunkte durch die Einfilh- 
ola proi : ilfsvariablen ka idi/r, u =fdir, u" = fdir" be- 
. bra ae bash ai 
BO supstitucij . (cf. it. » 231.2, Anm. XIV, p. 121/2). 
narom litucije su sasvim formalne, jer du, du', du“ ni s 
pi. e vijali i s njima se ne da ništa izvesti. Aeatoija “A druble. 
a aj : moja a pa je pak odavno, kako sam to već naveo na 
: naa ća 3 « [19]). + SUNDMAN osniva svoj dokaz na činjenici 
o eni nstormacija daje regularni sustav diferencijalnih jed- 
s Roco j . nema nikakvih singulariteta. To dokazuje na temelju 
Ba rotoj a i transformacije dt/du = r > 0 odnosno du/dt = 1/r >o 
ha Mar roke je na novu varijablu u, koja opet ima karakteri- 
cije Meo dada os rig ito suglasnu; b) kvantitativne limitne rela- 
> abak: regularnost transformiranog sustava diferencijalnih jed- 
S pdv bez obzira na detaljniju agr pe 
ME litas nagla relacijama. Taj je transformirani sustav SUNDMAN 
(145) p. 45). No g mia [14] [17], iako je to danas suvišno (cf. [41] 121.1 
toliko o repabkam s bila ideja regularizacije u općenitom smislu 
. eni na, da je takva opširnost sasvim razumljiva. Detalj- 
< kupe api izvode prikazao u [41] 121.1, pp. 38—49. — Među. 
. oibajja m Pinog (izoliranog, dakle pojedinog) sudara vrijede iste | 
o Lk imitne relacije, što smo naveli u točki 122; a monotonost 
oder ispunjena, uvedemo li transformaciju dt/du = R =c VJ Z0 
3 RAD sra < 
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kako sam to prvi put učinio u [41] 211.2, Teor. IV, (3) p. 84, (o času 
[41] p. 137 i tamo cit: 4. X. 1950.) 


uvođenja te transformacije vidi kje: 
Prema 122 je dakle R = C-#' + o(£), gdje nam je svejedno, kakve 
je detaljnije strukture izraz 0 (£'). Sad možemo suštinu dokaza regular- 


nosti transformiranog sustava kratko i 


(a neprecizno; točne izvode vidi u 
idućoj radnji) prikazati dimenzionalno ovako (cf. [43] Teor. I, p. 248): 


dx OV . : 
M Te da? i=1 1); 
m _&(d\_du,d ida 8\_1.2 1d\, 
de dt M-a du (dt du] R đu \R du)" 
1 d 1 da a. 1.9V ć i 
R du \Rdu] m ox šo 
sa (1 dfvdmo mA" 
duž \R du] du mi Ox is 


dx dR IV 1 IR m" 2/4—2 ii 
iza Bl E (aL Sajt iji to ls. ft"/s € lo, 
kot didi SUP Sa“ 

dm dRo p.dR an 

du đu odi i 


dČ ai (-h.gr"9) gg #6 60-69 Const 0,09; qee. d 


du? 
Dakle je transformirani sustav u ternarnom sudaru problema triju tijela 
također regularan. No posve analogno imamo i u općem slučaju ma 


kakva parcijalnog simultanog sudara VJA = Cut": + 0(#") te mono- 


tono regularna transformacija dt=VJa:du s vremena t na »pseudor- 


vrijeme« u daje, na temelju jednakog razmatranja, opet regularni sustav 
i u momentu, odnosno pseudomomentu sudara. A regularni sustav dife- 
rencijalnih jednadžbi ima po CaAucHy-PICARDOvU teoremu u konačnom 
intervalu regularno rješenje. Dakle se sve vrste sudara mogu navedenom 
i samo navedenom vrstom transformacija nezavisne varijable regulari- 
žirati u okolišu svakog pojedinog sudara, 

2. Lokalna uniformizacija gibanja. Sad smo stigli do takve točke u 
izgradnji rješenja problema više tijela, koju bismo mogli nazvati prije- 
lomnom. Rezultat naime prethodne točke garantira nam lokalnu uni- 
formizaciju gibanja kod bilo kakva parcijalnog simultanog sudara trans- 
VJa:du, a s pomoću regularizable ili lokalne unifor- 
larizirani sustav diferen- 
kao rješenje regularne 


formacijom di = 
mizable, pseudovremena u. Transformirani regu 
cijalnih jednadžbi, naveden u prošloj točki, ima 
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redove potencija xi =xw(u)=P,(u),...;ra=rm(u)=P(u);t=T(u)= 
=P,(u); P= €; u, u=u—u (ev. u =0). Da su stupnjevi po- 


ništavanja redova kod koordinata 2, a kod v j 
posljedica limitnih relacija u sudarima 7jx = S. Nada: $ < pire a 
r—>0, driddu—>0; dt/du = VJa= P,(u)>0, t = P, (u). Za binarni st 
dar u problemu triju tijela izveo je to. SUNDMAN u [14] [17] eksplicite 
te je izračunao prve članove odnosnih redova (cf. [41] 121.1, (144) p 45), 
Također uporedi naprijed citirana mjesta u [41] o načelu uniformiza- 
cije, Sve to vrijedi bez obzira na detaljniju analitičku strukturu člana 
a da Jasno je neposredno, da je izostavljanje člana o (£**) (cf. BLock 
USI Ra [22] etc. 1. c. [41]) ne samo neopravdano, nego i na- 
3. Analitička prolongacija gibanja. Već sam više put j i 
naveo historijske momente uvođenja ideje analitičke kose s 
banja te citirao originalne radove o tome, kao i upozorio na svoj. ka: ' 
u vezi s problemom triju tijela u [41] (cf. ovdje točku 112, 122, 211; 
zatim: [41] 112.1, p. 19 LEvr-CrviTa; 112.2, p. 26 MouLTON; 113 2p 35 
SoxoLov; 121.1, p. 38, 47, 48, 49 SUNDMAN; 123.3, p. 65/66 Crazy; 132.1 
o BLocK; 132.2 p. 76/77 + 132.3, p. 77/78 Caazy etc.; 133.2, p. 79—81 
i im aka etc.;211.1—211.2, PP. 82—86 ternarna kolizija). Možemo 
ukratko problem analitičke prolongacije gibanja (»kinematičke prolon- 
es opisati ovako: regularizirani ili uniformizirani ahe dna 
i integrale gibanja u obliku konvergentnih redova potencija (u odre- 
im intervalu). Ti daju koordinate i brzine, t. j. gibanje odmah s obje 
D i pseudomomenta (dakle i momenta) sudara #= 4— =0 ite su 
E ičine Prije i poslije sudara analitičke prolongacije jedne od drugih 
sljedia pore ma je gibanje uopće (ev. imaginarno) prolongabilno, po- 
am je ng arskog karaktera svakog pojedinog sudarnog singulari- 
e a je.122); da je baš realno prolongabilno, posljedica ie pri- 
KE nja (1/3) algebarskog razgraništa. Sve je to na temelju 
M Ji izvoda nezavisno o konkretnoj detaljnijoj 
daš Ki člana. 0(£') u limitnim relacijama, iz kojih 
e: to smo već višekratno konstatirali u prethodne dvije točke. 
a nje s dane činjenice dovelo je i još uvijek dovodi niz istra- 
Eo tog problema na bitno krive zaključke, koji im onemogućuju 
dA M opjene prodiranje u problem. To se u potpunosti odrazilo u 
dk ika žbeniku [39] Ch. V, $$ 412—425, gdje ponavlja BLocka, 
m s 4 njo pi pete već na citiranim mjestima u [41] 
movie a 4. a S S dijel hk ćemo točki to učiniti za naj- 
.. > Svojim predavanjima o dinamici C. G. J. JA kaž iječi 

ik . G. J. JacoBi kaže od riječi do 
: a (e [1] jet »Denn gesetzt U werde zu einer Zeit o erikeh 
a a o ies, da U — 2 mime/riv ist, nur dadurch geschehen, dass 
s orper unendlich nahe kommen, und da dann ihre Attraction 
ich gross wird, so konnen sie nie wieder auseinander 
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kommen:; es bleibt also von der Zeit an ein bestimmtes rw = 0, 
mithin, U = oo, und es wird, sowie man iiber diese Zeit fort integrirt, 
JK(U + 2h) di, mithin auch R, einen unendlich grossen positiven Werth 
erhalten, welchen Werth auch h habe. Es miissten also andere 


Kčrper des Sonnensystems sich unendlich weit ent-— 


fernen, es wire keine Stabilitat da.« U podvučenim rečenicama sa- 
držan je tzv. JacoBijev paradoks, Njegovim je učenicima i nasljedni- 
cima ubrzo postalo jasno, da je spomenuti žaključak pogrešan. i samo 
omaška u inače odličnom udžbeniku JacoBijevu. Korijen pogrešci je 
očito u neshvaćanju problema sudara. Međutim, tada taj problem stvarno 
nije ni bio zreo, nego tek mnogo kasnije; zapravo ga pojmovno ispravno 
shvaća tek SUNDMAN 1909 [14]. U vezi s tim nije na odmet navesti još 
jedno slično slabo mjesto u Jacosrjevim predavanjima (cf. [1] p. 35): 
>... LAPLACE... hat geglaubt... zu finden, ob im Lauf der Jahrtausende 
Stšsse im Sonnensystem vorgekommen sind, indem sich alsdann ihre Lage 
(der unverinderlichen Ebene) dndern muss. (Und)... umgekehrt.« »Dies 
ist aber der geringste Nutzen der unverinderlichen Ebene.« Naprotiv, 
pitanje karakterističnih relacija i veze klasičnih integrala mu je potpuno 
jasno (cf. [41] 113.3, p. 36/37 i ovdje nota u 211), a vrlo kritički gleda 
na odnos svojih teorema prema drugima. Tako u vezi sa svojom idejom 
o »eliminaciji čvorova« veli sam na p. 37 u [1], da je geometrijsko tu- 
mačenje za presječnicu ravnina staza dvaju planeta na invarijabilnoj 
ravnini dao PorNsoT. A na pr. p. 269/270 u [1] povodom »involutornog« 
sistema integrala (Fi F;) = Fx konstatira prvo, da je taj njegov teorem 
sadržan u Porssonovu, a drugo da u problemu 7 tijela vrijedi: »Damit 
nimlich ein Integral mit irgend einem zweiten combinirt nach und nach 
alle Integrale liefere, muss es ein solches Integral sein, welches dem be- 
sonderen Problem eigentiimlich angehčrt. Aber die ersten Integrale... 
sind in der Regel diejenigen, welche aus den allgemeinen Prinzipien 
(z. B. der Erhaltung der Flachen) folgen, mithin dem besonderen Pro- 
blem nicht eigentimlich angehčoren; daher kann man nicht verlangen, 
dass man aus ihnen alle Integrale des Problems soll herleiten konnen.« 
No još ni 1885. nije taj problem zreo. Evo što o tome prigodno veli po- 
znati astronom H. SEELIGER ([4]_p. 358): »Befremdender Irrtum von 
JacoBi...« i citira rečenice kod Jacosija, koje sam podvukao, te na- 
stavlja: »Die Kraftefunction wird nicht, wie a. a. O. angenommen wird, 
unendlich und derselbe Ausdruck fiir diese kann nicht vor und nach 
dem Zusammenstoss der Bewegung benutzt werden.« Dalje zamišlja, 
da se teškoća uklanja uvažavanjem pretvaranja mehaničke energije u 
toplinu. No on ipak ispravno osjeća: »Die Behandlung solch disconti- 
nuierlicher Bewegungen erfordert eine gesonderte Betrachtung vor und 
nach dem Eintritte der Unstetigkeit.« Na to se kasnije vraća E. FREUND- 
LicH 1919 [25]: »Eine Aufklarung dieses Irrtums ist in der Tat erst jetzt 
moglich, nachdem wir, insbesondere durch die Arbeiten von SUNDMAN, 
fiber die Art der Singularitaten der Lčsungen des Dreikčrperproblems im 
klaren sind.« Po njemu zabuna u Jacosija nije ono, što SEELIGER misli, 
i 
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nego šutke suponirani karakter sudara kao bitnog singulariteta, tako da 
bii Jf2 (V+2%) de bio oo, što nije prema SUNDMANU: Fix e E: 
ma i jebrdeo t*, ik (V+2h)dP=Ri" oko t=0 i nije poha 
tor jeitu, kao iu 24], mislio dati kasnije opširnij 1 “ 
renje, što nije, međutim, nikad uradio). did : asi Po 


Pregled radova Ju. SokoLova u pitanji Č je nj i 

Ž jima ove točke daje n - 
kaz u [32], u kojemu navodi i bitne rezultate, kao i a firaeih i 
svoje dizertacije (vidi ovdje 122; cf. [41] lit. [85]). Tamo je SokoLov 
za opću koliziju u problemu triju tijela (ternarni sudar) osobitim trans- 
formacijama JacoBijevih koordinata i vremena 


(ovo prema ideji SUNDMANa 1907 u [12]: . = a . SE =R Ta) 
oblika x==r cos, y =" sin 9; 

o cosj u=0 sinx; Vus-r==R cosy, Vua-o AR sin y; 
wo=n(xy—yx)/VR, we = (f(—qnF)/VR, 
u=(s/VR) (xx'-+ 99) + (/VR) (+19), 
w= (Vusma/VR) (ro'—or'), 


gdje su a, Ma ije funkcije masa, dobio razvoje ironia i 
vremena po R VJ, koji sadržavaju i logaritmičke č itom j 
eme VJ, garitmičke članove. Prito 
Pčirao neke račune kod BLocka 1909. (cf. [41] lit. [19] i no 15). 
, sa se pritom metodom svođenja aproksimacijama na male titraje i 
. terističnom: jednadžbom, o čemu sam na uvodno citiranim mje- 
ja u u [41] opširno raspravljao. Ističem, da nigdje nije upotrebljavao 
. = regularizaciju, niti je pak ispitivao problematiku točke 222, 
. ega su općeniti zaključci nemogući. Za nas je, međutim, bitno, da 
iz MEL: Sozoiova mogu dobiti (u našoj notaciji) relacije tipa. 
Tjk 6 = Ci € bo (£"), VJeR=C-:€"+0(t"), iako tada članovi: 
0 (£") sadržavaju prividno i logaritmičke članove, odnosno članove s ira- 
M otnim eksponentima A4 > 3 Međutim, na temelju same činjenice: 
me inih relacija dokazuje se, kako smo izveli, regularnost transformi- 
. nog sustava nakon transformacije dt=R-du. Dakle sustav 
* rak nos mije 
aj konvergentno rješenje tipa ris = Tj (u) =P.(u), €=T(u)=P,(u), 
smo također vidjeli. No to povlači za sobom eliminacijom lokalne 


uniformi =#. 
rmizable.u prikaz rjx = P2(£'). To su LAURENT-PuIsEuxovi redovi 
3 


oo 
0 “a od će e dolaze ia logaritmički članovi, ni iracionalni eks- 
=. g ing A sama egzistencija limitnih relacija tipa 

Cik'€'" -- 0 (£") pravilno iskorištena, bez obzira na konkretnu. 
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detaljniju analitičku strukturu člana o (#"') (koji SUNDMAN piše kao e, 
a BLocK i sljedbenici »previđaju«), nužno vodi do toga, da je o(#') = 
=P,(£"). Tu imamo situaciju, kakvu više puta nalazimo u problemu 
triju tijela: nepotpunim iskorišćivanjem, dakle neuvažavanjem svih bit- 
nih posljedica određenih matematičkih odnosa, javljaju se neki »mo- 
gući« članovi ili općenitije matematička svojstva, za koja dosadašnji tok 
izvoda nije iznio ni ispravnost ni neispravnost. Odmah se, međutim, 
stvara zaključak: »općenito« je zajamčena egzistencija takva svojstva, 
jer se ne vidi, da je čime spriječena. To je zanemarivanje osnovnog 
pravila logičkog silogizma: ex mere negativis sive particu- 
laribus nihil sequitur. Tako je i u slučaju, koji razmatramo, 


. primjena pogrešne metode dala fiktivne rezultate; nitko od spomenutih 


autora, krupnijih ili sitnijih, nije (naravno) pokazao, da spomenuti loga- 
ritmički ili racionalni članovi u redovima, skrivenima u članu o (#'), 
stvarno dolaze. A to znači jedino, da je trebalo pokazati, da su koe- 
ficijenti tih članova doista E 0. Karakteristično je, da je WINTNER jasno 
osjetio taj nedostatak; no umjesto da ga prizna, izbjegao je tu tvrdnju 
u stvari bez dokaza, razbijajući je nepregledno u tri paragrafa (cf. [39] 
Ch. V, $$ 421—423, pP. 335—337), opet naravno na temelju aproksi- 
macija, čime ubija ma kakvu dokaznu snagu svojim izvodima (1. c., na- 
ročito uz formulu (27) p. 335, (28,) (29,) p. 336, (30) (31) (32) p. 337; 
o tome već [41] 132 ff, spec. p. 72). i 

Točno istu fundamentalnu griješku, koja čini sve rezultate iluzornima, 
ponavlja E. LAHAYE U svojim radovima o problemu 7 tijela najnovijeg da- 
tuma: [33] [34] [35] [36]. On se služi istom metodom svođenja na male ti- 
traje aproksimacijama linearnim izrazima i rješavanjem karakteristične 
jednadžbe, iako je bjelodano, da ovdje nema mjesta ni karakterističnim 
vrijednostima, niti su rješenja kompatibilna s uvjetima općeg problema. 
Tipično je nadalje za sve te izvode, da rade s relativnim koordinatama, 
o čemu će malo dalje biti više govora. Osim toga izvodi (mu) nisu kom- 
pletno reproducirani, te se mnogo štošta ne može provjeriti. Tako autor 
veli p. 577 [33]: »Dans un travail consacrć a la rćgularisation du mou- 
vement dans le problčme des 72 corps, que nous ćsperons pouvoir publier, 
nous avons obtenu, avec toute la gćnćralitć possible, les dećveloppements 
des Xi dans le domaine d'une valeur T de # pour laquelle se produit un 
čhoc triple, et d€ćmontrć la convergence des dćveloppements.« Čini se po 
mnogim značajnim detaljima, da će njegovo »opće rješenje« biti u stvari 
identično s rješenjem Ju. SokoLova u naprijed spomenutoj njegovoj 
dizertaciji. Zapanjuje, međutim, potpuno odsustvo citiranja ma kakve 
literature; ne samo da ne zna za SokoLova, od kojeg nije dobio bitno 
različite rezultate, nego ne spominje nigdje čak ni Crazrja. U prvoj 
radnji [33] o četverostrukom sudaru ima r€dove 


Kio = iv (ć -_ g + Bio (t oi pje? + ... (d == 1, 2, 3) (1.3), 
# 9 
Ži =, >, (dio — jo = ju=bi=i k=3M=3 Ž . 


i=1 
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Računa karakteristične korijene jednadžbe 6% u r; r, = 2/3; za ostal 
pokazuje da su realni; ako su sve mase jednake, avi “ su jednaki. Tu 
nema ni traga ni regularizaciji, ni diskusiji limitnih figur4: Ako bi a 
topustio prostorno gibanje, imat će samo pravčasto gibanje dobit će 
h=0ili opet M = m =m=m i samo aw 50, dok su B = 0 (cf. [41] 
132.2, p. 76) ili slučaj poliedara s jednakim masama, pa se o set sve 
reducira na tip 2/3. Spominje problem pseudosudara i dhe se na 
PAINLEVEa: Sur les singularitćs des ćquations de la dynamique et sur le 
vadim trois Corps (C. R. 123, 1896, 873). Ne ulazi u taj sroblen, 
a o lav kaže. U raspravi [34] dobiva bitno manje rezultate o 
inarnim sudarima, nego što je već prije njega izvedeno. Nema maravno 
ni dokaza o nagomilavanju sudara (cf. 222). Dobiva Xi» = P((t—2)*) 
U raspravi [35] razmatra trojne sudare u problemu »2 tijela, no ne do- 
biva baš ništa više od Cuazrja iz [18] [22], odnosno Brocka [15], čak 
su mu izrazi gotovo sasvim jednaki. Interesantnija je rasprava [36] u 
kojoj LAHAYE prikazuje opširnije svoju metodu sukcesivnih iteracija 
integralima kao metodu »rješavanja« problema. Metoda je doduše 
konkretno neupotrebljiva, jer se ne rješava osnovne isprepletenosti zra 
blema, o čemu će biti više govora u 223. Samu autorovu zamisao i 0- 
menuo sam već u [41] (1. c. 121.2, p. 52 1 tamo lit. cit.). Tu su: sh 
N-iN 


uvodi prvi put neku regularizaciju: 2 =. 2 x R;' (2.2). Tu su 
Ry međusobne distancije. Glavni je dio: A (t de: boga P((t—7)") (2.3). 
Onda: 0— 6, = / 04: (2.4) implicira 8.— 6, = (941, 6, =0,+[0dr 


to T 
(cf. dtto ARMELLINI 1914 [20] iovdje 221), odnosno u obliku $—!'d o'- dt 
(autor citira samo SunpmMaAnNa [17]). Još 6, =0 (3.1). Sad stavlja 


Pu =— (zno + u) žu ui s m Ki s maa 
j« 4 njem, 
Ri Žito Rj Žta Bi 
2 
(k=1...N—1) (32), CŽe 


dtiž = Pio (3.3), Kio = Kio + 


t K t 
+ ] Xio.o dt +1 Pio dt2 (3.4), 


[2] 9 8, 
= Xuo-b ) Xivo* B-140 + [| 6-1 Ki M 2-40) do 
0 0 


MEA eotno ili traino i 
no . M (XA Ma 
rela; š ili trajno ili do časa višestrukog sudara 6*. Integralne 


[2] 
X == A A ( 2 ( 
bon = Kino b | Koo Pa dO + | Dea] Proni D;21 40% (41) 
0 
U XL: E. s .. 
točki 5 dokazuje konvergenciju, u točki 6 uniformnost konvergencije. 
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Dakle se problem (uz restriktivne uvjete, da imamo samo binarne su- 
dare, koji su svi prolongabilni, a višestruke sudare smatra općenito ne- 
prolongabilnima) rješava samim numeričkim kvadraturama; iako sam 
priznaje, da su praktički neizvedive. 

Zapravo jedini SUNDMAN [14] [17] definira stvarnu provedbu ana- 
litičke prolongacije (modernizirano): £ = e“, tv eis, 3 determi- 
nacije: fr = 7" 08, "= vla oil8 (0420), dh = vi ei/8(0+47) (cf. još samo 
MourronN 1913, [41] 112.2 (60) (61) p. 26, lit. cit. [24]). Realno 
t<0...o=zn...€=t,"<0 realno; realno € >0...0 =0...€" = 
— ty! >>0 realno. Dakle ćemo trolisno razgranište £ = 0 obići besko- 
načno malom petljom (lacetom) u kompleksnoj ravnini (£) tako, da bude 
promjena Aargt=A4o=3a.. 4arg tć=A03=n.. tt" 
Konstante integracije ostaju sve nepromijenjene, te se isto gibanje na- 


stavlja dalje realno. 

Navedena razmatranja nužna su i dovoljna za konstrukciju lokalne 
regularizacije ili uniformizacije realnih sudara, Međutim, za potpuno 
poznavanje strukture novih transcendentnih funkcija, koje predočuju 
rješenje problema više tijela (t. zv. algebromorjne funkcije, koje sam 
uveo u svojoj monografiji [41], 22), potrebno je još razmotriti odnose 
kod imaginarnih sudara. To sam učinio za problem triju tijela opsežno 
i potpuno u [41], najprije historijsko-kritički u 133.2, pP- 79—81, a 
zatim sam u 213: 213.1—213.3, pp. 922—92, diskutirao razne tipove ima- 
ginarnih sudara, odredio im limitne relacije tipa: run (i) S Vitu" ro (4) 


it. d. sa lim Fix" Tik = Tin (const 0,09), te dokazao istovetnost tzv. ima- 


t ta 
ginarnih sudara 1. i 2. vrste (pojam uveo D. BELORIZKY 1938). Dopunio 


sam konačno ta istraživanja u [44] 2, pp. 6—9 s obzirom na trojni ima- 
ginarni sudar 1. i 2. vrste. S obzirom na to, da sam u spomenutim istra- 
živanjima razjasnio ulogu izotropnih pravaca, nema nikakvih novih mo- 
menata kod proširenja na problem više tijela. Tu vrijede ti odnosi bez 
promjene, iako se višestruko kombiniraju u parcijalnim simultanim koli- 
zijamaodpon zA 24 tijela i t. d. Prema tome se i prenose svi teoremi 
iz citiranih istraživanja. U ovoj i idućoj raspravi ograničavam se na- 
čelno na realne odnose i realne sudare. 


22. Totalna regularizacija ili uniformizacija | 


1. »SunpManNova transformacija« kao karakteristična metoda inte- 
gracije. Dosad smo u potpunosti riješili problem lokalne regulariza- 
cije ili uniformizacije po j e dinog sudara, ali ma kakve vrste, u pro- 
blemu više tijela. Sađa još preostaje, da riješimo dva proširenja dosa- 
dašnje problematike: a) konstruirati takvu regularizaciju (uniformizaciju), 
koja podjednako vrijedi za sve vrste sudara (parcijalnih simultanih); 
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b) konstruirati takvu re izacij j 
t gularizaciju, koja će vrijediti ma kolik 
BE) sudara nim za redom u ma kakvu slij Sai, tedaonles fee phi 
. pra me BZ. aspjet točka posvećene su rješavanju obaju navedenih 
* spješnom rješavanju njihovu moći ćem iti 
Blnoj. mjerena problema «više tijela. Tu siožaćad gdnigo “e 
1 prob iku, jer imamo prvi slučaj, da je Sun sA 
grano, a a je naveo sve kasnije istraživače na kiivi >; Riječ je. 
š po tom SUNDMANOVU završnom teoremu iz [17] (koji je jedina a 
. g njegova radnja, iako to ima već u [14]). O tome sam aim 
Mooljeo u monografiji [41] (cf. 1. c. 121.1 (156) (157) (158) (159) (160) 
Ki) nem 121.3, p. 53, 233.3, 4% p. 137; LEvr-CrviTa 122.1 
. ahe : odnosno 211.3 (7) Teor. V, Def. I, Kor. VI, Teor VI 
mulirati E sakanov sonda aari Pe oja kl he 
. ŠI rem glasi: »Ako u problemu triju tij 
nisu sve tri konstante ploha istodobno j L Eda 
3 1 C o jednake nuli, tada mož — 
“gd početne uvjete za kdordinate i brzine u datom času = unvijek naći 
vije konstante /, Q tako, da eliminacija vremena # uvođenj 
varijable € s pomoću izraza ASK 


ali TV Tu 
Bi Ido, T=1] (1 ), z=(et2—_1) (etf hi)=i4 ZA 
3 49" 
2 1h.o<r : 
Bia E a ja re 


Mae za i ka jea tijela, koga međusobne udaljenosti # vri- 
redovi prikazuju čihaiće be .. . rdkaonajje Ajmo dea Po. 
tičku prolongaciju gibanja na na remena, ako samo proveđimo anali- 
Č rolon; prijed navedeni način. Za izraču - 
ia ga kini terma tih redova potrebne su samo eliminacije i derdva, 
la : ajem, da su te konstante: m = min (my moma), R > L (infi- 
td kae Tu vrijedi 7;, ru >>l za ri>>0. SUNDMAN još 
man : s čija lokalnom regularizacijom du/do = T/ri. Mi- 
ja j Ki . ijus konvergencije za varijablu w: 2 = T/8, gdje je 
oo s2. a Pai P. 50 (uporedi korekturu Ju. SokoLova [41] 
a i oh ii ), Na citiranom mjestu u [41] p. 87 konstatirao 
< akan | sadržane razne specijalne transformacije, od kojih je 
santniji i najjednostavniji oblik naveo D. BrroRizky 1941: 


Ž E MT, < za. 
17273 du. Rezultat diskusije na navedeni testi Koo 
[41] možemo ukratko ovako mist: vije ina punoo 


Sun Hr ša 
je pie saira transformacija ne zadovoljava oba uvjeta a), b), 
Me A ita ov je naveli, nego samo djelomično uvjet b). Ona 
DEBI joj dava ra doria, — ito nipošto na najopćenitiji način, 
- zaj pao ma akvu prednost pred transformacijom dt = r,72 1, du 
između triju & zao (odbrojiv) niz p rostornih dvojnih sudara 
BEE prostor Jela (zato uvjet € 5 0, koji po DzIoBEKovu teoremu garan- 
nost gibanja); dakle SunpMANOvim teoremom nije garanti- . 


e 
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. rana ni regularizacija sv ih binarn 


ih sudara. Međutim, dokaz za besko- 
načni niz kod SUNDMANA nije korektan, o čemu ću više citirati u idućoj 
točki. S druge strane njegova završna transformacija ipak regularizira i 
sve ravne binarne sudare, te je restrikcija € 3 O suvišna i nebitna. 
lako su tada naime općenito navedene konstante 1 = L =0 (uzmemo 
onda umjesto I' jednostavnije I*'=r,r,73), ipak za binarne sudare 
postoji L > 0, dakle i 10, što ostavlja na snazi SUNDMANOV teorem. 


Šš , .. TO .y v 
Pritom treba POoINCAREovu transformaciju r = th TI kao suvišnu, štetnu 


i bez smisla u ovom problemu sasvim odbaciti (cf. [41] 1. c., 121.1, p- 50; 
121.3, p. 53). Da zadovoljimo uvjet a), moramo očito transformaciju 
SUNDMAN-BELORIZKY dt = 7,72 73 du kombinirati sa našom zaternarn i 


sudar dt = Rdu. To sam riješio na navedenom mjestu ([41] 211.3, (7) 
(8) (9) pp. 86—88) tvorbom simetričnih funkcija: 
12 


oK otufara Be A -5).> ma 
melitus li“ dA m 


odnosno ARMELLINI (cf. [20] odnosno [41]: p. 87 lit. cit.) 


. : ' 1...n 1 1.n n 1..n 
' S*=112 — =1[ ia: 2 ( (m) 
i<h Tjk j<k i=1 \i<k X 

prema LEVI-CIVITA (cf. [41] lit. cit. p. 87/88; 
122.1 (183) p. 58). Sve su te funkcije homogene 19 u svim distanci- 
jama. Generalizacijom došao sam onda do najopćenitijeg pojma t. zv. 
>SuNpMANovih funkcija« S (7), simetričnihi homogenih stup- 
njau=1>0usv im 7ik. To daje najopćenitiju regularizaciju (uni- 
formizaciju) svakog sudara u ma kakvu slijedu u problemu ne samo 
triju, nego i više tijela: dt = 5 (7) du. Takva i samo takva transforma- 
cija smije se nazivati transformacijom SUNDMANOVA tipa. Na citiranom 
mjestu naveden je i razlog (ratio sufficiens essendi) tim odnosima: 1. Na- 
vedeni uvjeti su dovoljni: S (0) S (#9 VJa, dt = Sdu ekvivalentno 
dt= vladu. — 2. Navedeni uvjeti su nužni: ako S (r) nije simetrična u 
i1<j<k<A<Zn ne može regularizirati simultanu koliziju svih 
stupnja u Z1, to jeS(0) F0 
»prejaki« stupanj 0O<uz1 


odnosno konačno S = V-' 


Tik, ( 
A masa; nije li uopće homogena ili krivog 


ili ima bar s obzirom na jednu distanciju »preslabi« 
tu SL C.106)u; tada bi u razvoju: 
co 
m=P.ld)= X) du bili svi ca = ie 
v=2 
za u CO je već S (0) = oo. 
. Vidimo također, da je analitička transformacija G. ARMELLINIja 


. ekvivalentna i po strukturi i po jednostavnosti onoj, koju je naveo LEv1- 
Crvira. No ova druga je mehanički istaknuta »prirodnijim« koeficijen- 


tima mj mi u brojnicima. Pada u oči, 
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da su oba autora uveli svoje trans- 


BEE nije remo ap pone .&" za simultanu regularizaciju svih 
a) sI ; nitko ni ne sluti ni ne spominj g i 
nEs PR nie Pave WINTNER (cf. [39] Ch. V, S 420 bio Va) 

Me zrijekom: »If one wants a local uniformizi i 
valid for any pair of the colliding bodies and for any dake sf deka, 
RA + 


9) u=u()=fdi 
(9) u=u(t) dira can be replaced by (26) u=/ U(Q) dt = 


t /1..n 
= [( 5 mmlrjua) dt istori 
j (£ Mj mura) dt, say.« (Tu u »Historical Notes and References« 


j a 
A 434/ 5 navodi kao izvor LEvI-CrviTA). Dakle ne samo d 
na ; na ista "nisa meg regularizira opću koliziju, nego čak 
Brano: joj . o lokalnoj regularizaciji, odnosno aniformizaciji _ 
pai ui ama totalnu regularizaciju (uniformizaciju) koj 
ple op Rad tanka u svakom slučaju. Neshvatljivo je bike 
s D ražio funkciju regularizacij M 
=. ore eno a 139) CV GS "568368 bis Ne 
4—414 bis, pp. 329—330; spec. ' ">. 338/9), 
za koje sam tvrdi da su eee sao, S ob pau jas 
BEz sam e monografiji [41] (212, pp. 88—92; spec. 212.3 92) 
poza opeke? an de" teorem«: da osa 
a = 5(r)du, spec. dt = V—' du je k istič 
Na eiracije NEwToNova problema. Taj doitu hand s + 
| om e <a gama više tijela uz NEwTonNove sile. Opet su didi 
> j A ičena ia ian sa dublji razlog te činjenice. Naravno, 
Bar aničenu vodne sha fi svi treba još utvrditi činjenicu, da se 


. 2, Periodična gibanja: sudari se ilaj 
a 7 : ibanja: ne gomilaju. Da se teorijski ši 
X, ad Spćeg Miri problema više tijela, nedostaje san pa 
mo a lima lovo piti uvjet .b) iz uvoda prošle točke: konstruirati 
o a oja će vrijediti, ma koliko se sudara vršilo u ma 
: a je e dokazati njenu egzistenciju. Očito je naime 
| kia j teoriji funkcija, da je gomilište razgraništa bitni singulari- 
Tan njega se gibanje ni na koji način ne može nastaviti. . 
triju E 1909 [13] odnosno [17] pokušao dokazati u problemu 
ZORA i SRJ da se binarni sudari ne mogu gomilati u konačno- 
mae ed ako je c0, te ne može biti lim J =0 ni za koje 
a fj pano? binarnih sudara sa v>> +ovilmb&=f#t 
a + oo. No već sam u monografiji [41] istakao, zašto 
ŠER o Šri kam dokaz nije korektan (cf. [41] 121.2, p. 51; 
m a a je sam naveo više intuitivni, fizikalni razlog tome). Po- 
et sim 22 je SUNDMAN dokazao, a što nije. S pomoću tzv. 
M rmule [12] (cf. [41] 113.3 (98) p. 37) izlazi njegova 
a [17] (cf. [41] 121.1 (151)—(155) p. 48), a na njenu temelju 


može SUND V ibe đ O ce 
/ NDMAN ned oj 1 j ili f 
no dokazati, da € konačno gomilište € m guć 


samo 1 — 14 i 
uz lim J=limR=0, t>t*. Dakle je nužni uvjet, a nipošto 
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dovoljni, za gomilanje sudara u konačnosti (koje je dakle moguće 
eventualno samo u tom slučaju), da gomilište pojedinih sudara ima karak- 
ter trojnog sudara (dakle opće kolizije za n = 3). Suvišno je isticati, da 
problema uopće nema, ako je broj (realnih) sudara samo konačan, jer tada 
oko svakog sudara postoji konačan okoliš, u kojemu je moguća regulariza- 
cija i prolongacija (cf. [41] 121.1, 6% p. 47). Drugim riječima: gomilište bi- 
narnih sudara u konačnosti nikako nema karakter binarnog sudara. To je i 
intuitivno jasno: ako se sve više približavamo momentu gomilišta binar- 
nih sudara (v—> + 00, ty > £), onda sve češće dolaze sve tri distancije 
ra U KGi<k<3) do poništavanja; ako je na pr. Tik = O za neko fx 
(N vrlo velik broj), onda u časovima tn+:, EN+=2...2N+m koji slijede 
vrlo brzo jedan za drugim, jer je već |tn—t|<e, N (g) > G, dolazi 
i do rix = O odnosno rij = 0. Zbog regularnosti gibanja izme đu časova 
sudara ne mogu 7jx (£) praviti beskonačno velike oscilacije, te je između 
vrlo blizih časova sudara fn+1...žN+m svakako 0 Erin (t) £ 0 za sve 
1Lj<k<3,a postoje momenti ty +% (1Zk<m), za koje je Tik > 0, 
rici = 0, ri =0. Dakle smo vrlo blizu, sve bliže definiciji trojnog 
sudara. : ' 

Tu sam okolnost istakao naročito zato, da bi se jasnije uočila osnovna. 
griješka kod WINTNERA (cf. [39] Ch. V, $$ 426—430, pp. 338—341). Na 
tu sam pogrešku izrijekom upozorio uostalom već u [41] 12141, p. 46 
nota. WINTNER je naime prvi istraživač poslije SUNDMANA, koji uopće 
vidi problem gomilanja sudara, te onda želi, da ga riješi. Međutim, on 
je posao suviše pojednostavio: polazi od »continuable collisions« (dakle 
svi binarni i neki, po njemu izuzetni, ternarni sudari u problemu triju 
tijela, o kojemu WinNTNER jedino u tom odsječku govori) * ($ 426, 
p. 339) i uzima monotono silazni niz časova takvih sudara £* —> i* uz 
sija. maden. Namjerava dokazati, da. je nemo- 
guće konačno #*, nego mora Viti tim) > — oo sa m—> + oo. Suponira pro- 
tivno (S 427, p. 339) 1 odabira brojanje na (realnoj) t-osi tako, da bude 
specijalno * = 0, t. j. lim im) = 0, m + oo. Onda se lako uviđa, da 
lim 7(£) = lim min (Kus, Tog» 713) t >, 0 povlači bar jedan lim 7;x (t) =.0, 
t> + 0; pritom bar jedna distancija. run (49) = 0 1Zj<k 3). Sad 
dobiva ($S 428, p. 340): »In other words, the collision which takes, place 
at t(m) is a binary collision from a certain m onward.« No ne samo to. 
Odmah zatim veli: »Since lim 7,2 (£) = 0, it follows that either all thrče 
lim 7jn (£) = O or one and the same 7jn, namely 74», vanishes at tm), when 
m varies and is sufficiently large.« Dalje ($ 429, p. 340): »Suppose first 
that all three lim ri (1) = 0 aslimt = r0... in view of the fact that the 
intermediary collisions are all binary collisions between my and me 
($ 428)... But J (£) cannot vanish for # sufficiently close to lim t = +0, 
since the collision at £(7) is not a simultaneous collision from a certain m 
onward...« Sličnim zaključivanjem na Pp. 341 izbacuje mogućnost 
ri (Em) =0, m>G, što je evidentno. I zaključuje na početku S 430, 
p. 341: »Thus, the dates Of continuable collisions (S 426) cannot cluster 
at a finite limiting £%.« Pritome ie bila bitna, odlučna točka njegova 
tvrdnja, samo riječima: » Whether the collision is binary or simultaneous at 
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“ 


a fixed t"),,, altough J (t) becomes (positively) infinite, /(£) remains conti- 


nuous at every £("). Furthermore, lim J (1) = + impli j 
i 3 = +00 implies that 
e i. poka i. S a sufficiently = Kdkrak sa, 
nadi = . Since J (t) > 0 between # = £0) and t = 1(m+) 
“aji tends to +0 as m—> ++ oo, it follows that J (tm) =E 0 for 
Ja a I rme ii o In other words...« etc. kao naprijed ($ 428 
, : jasnije veli u $ 429, p. 340: »Then, altough th 
di 1 , : , .the dates £(7) 
ME oo lisions a : u oo : nana kina sejdtlkish of Ka 
335— is (on limit relations)... in vi 
o E. "oker oi == sam već u ks ini ze noti p 46 u PE 
x i» TNER ... sind seine Beweise des Satzes, dass si ie bi 
T k , s sich d - 
pen pije nicht im Endlichen haufen... meines Prachten, 
“AN . a m denn er beweist nirgends, dass auch im Haufun s. 
pin 2 ledo ben Grenzrelationen gelten; auch widers ričht 
RI Bem cik von einem gewissen Index 2 an alle perajama 
poe, Po m : dek ai acy ozna den i ei id binarer Zusammen- 
M oPen, den šnde rts bewiesenen Tatsachen (vgl. z. B. hier im 
'ext ptpunkt in SUNDMANS Untersuch « Tim bi 
riječima dodao ovdje samo dvije stvari. W sika) održi nj 
M oeao ovdje samo dvi je ari. WINTNER dobiva rezultat supro- , 
C o za niz binarnih kolizija icij 
BE jomana), nego čak za niz »prolongabilnih« sudara, teci dA reg mike 
A Do vo tm broj trojnih, općih sudara. Zanimljivo je, da WINTNER: 
: I lija (cf. [39] Hist. Notes & References, to $$ 426—430 
Pe Pla i. va ane! s ge ganei koju, tu je samo SUNDMAN) 
L z I e question dealt with i — i ite 1 
: in $$ 427—429 “ 
na Doea, incidedkoji dao on .. deeper theorem o oanulabd in 
, y, excludes the case c = 0 of $ 431 bi - 
rak Be imeć to be advisable from the methodical ata i lekar 
PE aci ME 427 of S 431 in the background, by presenting a direct 
Fr koju. to the simpler fact formulated at the end of 
a o je s obzirom na rezultat suprotan SUNDMANOvu, bio dužan 
Ta ai m a prime i pokazati, u čemu bi navodno ležala Sunp- 
Povdje I ška. od sam na pr. ja to radio i u svojoj monografiji [41] 
m ce ea No mogu točno pokazati ne samo, u čemu je 
ke a griješka, što sam već naveo, nego i gdje je pogriješio. To 
LB pe pače enog citata $ 429, p. 340... »...J (t)... is monotone in 
Maas 7 nel neighhorinod O<t<eof limt= +0. Since J (4) >>9 
menuti e > 0 ra o tn) sjed Nigdje naime nije dokazano, da spo- 
Bije dao vaća #9), #29, za koje je još J (4) >>0; jer to znači 
Bi. S ido ren tvrdi ovo: postoji (ma kako malen, ali svakako 
i EN) dati broj b>>0 tako, da je J (1) >b za sve t iz 
. e 0. Čim bismo dopustili J () > 0, WinTNERov »do- 
dj za ue i >0 nije WINTNER ni spomenuo, a kamoli 
mr S Hose i daje što nije, da je dokazano J(#)>>0 u 
. < žak E P ije dokazano, čak ni natuknuto, da je tm) < e 
' o to su sitnice. Bitno je oyo: uopće je neispravna kon- 


' 
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statacija, da je J (£) monotono u O<t<e, u koji padaju gotovo svi 

sudari tm) za m > G po definiciji gomilišta. A. isto tako je uopće ne- 

ispravno, da monotonost u okolišu sudara isključuje J (im) = 0. U oba 

slučaja, binarnog ili ternarnog sudara, časovi sudara su minimumi po- 

larnog momenta inercije J. To je evidentno iz karaktera kvadratne forme 
1...n 


J =M-+ž mj Ma Tju u normalnom (osnom) obliku, koja je pozitivno 


: <k 

definitna. O tome cf. eksplicitne konstatacije već u [41] 233.2, Teor. 
XXXV b) p. 134; zatim [43] 2, (41) p. 256, (51“) p. 259; 3, d) Pp. 261; 
te još izrazitije [44] 1, lema III, (62) P. 3: lema IV, p. 4, Teor. 1 + Kor. 


III, p. 5: u časovima sudara je (2) — 0. Šteta je, da WINTNER 


m 
previđa tu elementarnu okolnost. U oba slučaja J 4 Jmin i» . Ki sami. 


sudar, samo s lijeva ili s desna, t. j. lim J = Imin, t* im) + 0; ali pro- 
lazeći kroz čas sudara t = im nema garantirano monotonosti, i to 
nikad i ni na koji način. Jer za t<imit>tm—o je Jl Jmin, Za 
t = tm je Jn = Im, za iSum+oit-tmn—o0 najprije J raste 
do Jma, a onda opet J l Imin (Kk: monotono opada). Usto može biti 
Jm =.0, što uopće s monotonošću nema veze. Dakle: za O<t<e, koji 
obuhvata (po supoziciji) gotovo sve tm), J (t) oscilira beskonačno mnogo 
puta između 0 <J(H) EG, po amplitudi sve manje, po fre- 
kvenciji sve više; gomilište je bitni singularitet, ali bi mogao po- 
stojati lim J (0) = 0, t>* +0. 


ŠUNDMAN nije imao direktni dokaz, da je limt = #* = + oo nemo- 
p>+>+o 


guće u svakom slučaju. Zato se ispravno ograničio na niz binarnih su- 
dara, jer za njih može isključivši ravno gibanja (€ 7 0) u prostornom 
slučaju postići još veliku općenitost. Međutim, kako sam već spomenuo 
i citirao svoje prijašnje napomene, taj SUNDMANOV dokaz nije korektan. 
On uspijeva (na navedenom mjestu p. 37) ocijeniti prema dolje interval 
ta1— tv zavisno o konstantama konkretnih sudara: rez no 
šutke pod pretpostavkom, da nije |tr41 — bol &#& što je uvjet go- 
milanja. Jer on ne dokazuje, da je inf & > 0, ili ovdje možemo reći 
oštrije: lim Cy > 0, nego samo lim & > 0. A to je bitno u tom tipu dokaza, 


lm; 20 nije dovoljno, jer baš €, = 0 moramo isključiti. No taj se 


teorem ni ne da na tom temelju dokazati. Tu WINTNER ispravno osjeća, 
da je u pomoć dokaza upotrebljen »preteški« aparat (cf. 1. c. p. 39). 

Ja sam u radnji [44] dao kratak dokaz te fundamentalne činjenice 
u okviru problema triju tijela, kako za parcijalnu koliziju (binarni sudar) 
(cf. [44] 1, Kor. NI + Teor. II, p. 5/6), tako i za opću koliziju (ternarni 
sudar; cf. [44] 1, Teor. I+Kor. Il, p. 5; Kor. IV-+V, p. 6). Rezultati glase: 
1. »Ako u ravnom problemu triju tijela dolaze bar dva ternarna sudara 
u razmaku 7 (vremena #) odnosno o (pseudovremena u), gibanje je pe- 
riodičko s periodom r odnosno (.« 2. »Ternarni se sudari u problemu 
triju tijela ne mogu gomilati nigdje u konačnosti.« 3. »U općem pro- 
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(m PNE hdd m 
BE zin go JE oja Misti mise Moai 
. . A , mogu 1 Y . 
ia a ša je vrlo kratak i jasan, ča ASA iz roga d 
ME orobleni si a osniva se na bitnoj činjenici, koja aje oval 
ME Vi problem više. na sebi, spomenutoj u točki 123: a) u svakom S 
Pa djela; b) u : e tijela sve više reducira na limitni slučaj peska 
>. odhajk (po s Rhco su problemu svi sudari (realni i imaginarni) kim 
“o ja psa tili pseudovremenu #) zbog periodičnosti; c) što 
riodičnoj zvone gomilalo, to bismo bili bliži trajno (pseudo), : 
BEE to je | , 4 g bi sudari postajali ekvidistantni. A to je ne a 
M eboj Padaju jd +: iciens essendi«, li su rezultati degnio fo La 
ME TAAI 1 Anm. 1 jopćenitijih periodičnih staza u problemu više tij s 
di m. 1, p. 6), iako se temelje na svojstvu periodičnosti . 
* . soda me poi kad navedenog dokaza negomilanja sudara 
Per A oPlema . _ ajete zapravo teorijska izgradnja rješenja 
blemu triju tijela 43). de“ s reko studija periodičnih staza u 
ME ingirano J pi |. Ta istraživanja kulminiraju u tvrdnji: oks 
jo g pro ema u relativnim koordinatama (u kojemu je ba 
), nema drugih periodičnih rješenja Pa oja jod i Raza 


više tijela izvan gibanja ; 
+ u o .. 
problema dvaju Mala. centralnim konfiguracijama po zakonima 


Osnova svih tih istraživanja je LAGRANGEova jednsdiba LEI 


=V-+2)h . < , ea 2 do 
» koja nakon najopćenitije regularizacije (uniformizacije) 


t E T gr T 3 . . 
(u) = | de/V (£) poprima oblik samoadjungirane diferencijalne 


jednadžbe 2. reda: 
i d [vd] 21 
du (v) =2 ( + 7) ' 


i. 
(cf. [41] 233.1, Teor. XXXIII + Kor. XXVI, pp. 130—132). Ona se 


m V f 1 . . .. . fi ] l 1 t * 
gr al BOHLIN a«) . : 


BRBJ 1 .d] 


izere rk u+2ht uw=u—W, t=t—t) (f.[41]1c), 
odnosno integrirano: 
J (u) =2 (hT? (u) + uT (u) — [ T (8) dć£) + 


PB (VoJo —2u—4h u đ 
Spec, 4 sa. : u Toj T (u) + (Jo —> 2 hTo? — Va To Jo) 


J (u) =2 (kT? (u) + uT (u) — | T (2) d£) + Vo Jo*T (u) ++ Jo, 


eventualno još Jy = 0 
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(cf. [43] 1, Teor. V, (20) (21) (22) p. 250/1 -+ [44] 3, Teor. VI, (28) (29) 
p. 9/10). S tim formulama možemo formulirati zgodnije, iako ne baš na 
zadovoljavajući način s praktičnog. gledišta, uvjete za sudare na datoj 
trajektoriji, dakle klasični ParnLEvEov problem iz [8] (cf. opširno [41] 
111.3). To sam zan = 2,3 učinio u [44] (1. c. 3, Teor. VII + VIII, Kor. 
VI—VIII, pp. 10—12). : 

Zatim sam za restringirani problem u raspravi [42] (passim) pokazao 
direktnom numeričkom integracijom rezultata E. STRGMGRENOve kopen- 
haške škole, da periodične staze posto, je samo u relativnom koordinatnom 
sustavu, koji rotira kutnom brzinom komenzurabilnom sa srednjim gi- 
banjem dviju konačnih masa. Naprotiv u irercijalnom sustavu nema 
općenito takvih staza. Tamo je navedena veza s nekim momentima, na 
koje sam upozorio već u [41]. 

Najzad se može u.toku nekoliko koraka dokazati, da su periodična 
rješenja problema triju tijela (a posve isti niz zaključivanja vrijedi i za 
problem više tijela) sadržana među periodičnim rješenjima naprijed na- 
vedene samoadjungirane jednadžbe (cf. [43] 1, Teor. III + IV, p. 249/250; 
Lema II, p. 250; 2, Teor. VI, p. 252/3; Teor. VII, p. 253; VIII, p. 256; 
Lema III, p. 256/7; Teor. LX, pp. 257—259). Sve sam formule verifi- 
cirao i ilustrirao na problemu dvaju tijela (cf. [43] 1, Kor. I, p. 251; 
2, Kor. 1I—IV, pp. 253—259). Pritom je nužno i prirodno ušla restrik- 
cija, da rezultati ne vrijede za restringirani problem u relativnim 
koordinatama (cf. [43] 1, Lema I, p. 250), jer se tada i samo tada 


3 
LacRANGEova funkcija J transformira u R= Xi/miri, pa sve relacije 
iz1 


gube smisao zbog mi = 0 za bar jedno 1 £i£3.5 obzirom na raspravu 
[43] moram kritički napomenuti nepotpunu formulaciju kod metode 
GRzEnovih funkcija u Teor. VI (30) p. 252, |. c., odnosno nepreciznu 
u Teor. VIII (39) (40), p. 256, 1. c. Prva formulacija je nepotpuna, jer 
nije bio obuhvaćen općenitiji slučaj GRgENove funkcije G (u, £) = — 
—W(E)y(u,£) +e (0) + c2* J» (u), iako to ništa ne mijenja na re- 
zultatu, kako se lako provjeri računom. Druga formulacija je neprecizna, 
jer nije bilo posebno istaknuto, da zbog (evidentne i više puta istaknute) 
monotonosti funkcije T (u) nije. homogeni granični (rubni) problem pe- 
riodičnosti rješiv, dakle je po osnovnoj alternativi teorije integralnih 
jednadžbi (cf. [43], Lema III, p. 256/7) nehomogeni problem uvijek 
rješiv, ako samo na opći integral stavimo zahtjeve periodičnosti. To je 
sve na citiranom mjestu bilo učinjeno, no nije bilo dosta istaknuto. Za 
završni teorem, kojim se gibanje u centralnim konfiguracijama (za spe- 
cijalni slučaj n = 3, cf. [43] 3, Teor. X, pp. 261/2) pokazuje kao jedino 
moguće periodično gibanje, potrebna su dalja istraživanja, jer odlučni 
dio dokaza nije besprijekoran. Taj rezultat u pogledu periodičnih staza 
u izgradnji potpunog rješenja općeg problema više tijela mi ne trebamo. 
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E. . grdke: i prolongacija. U dosadašnjim razma 
ogli smo pokazati egzistenciju potpun ješenj šer 
problema više tijela, kao i izvesti konkr i kandit goa rea 
prok jela, i etnu konstrukciju tak je- 
Ba. eia praktični numerički ričun mogu se an ia gdije 
P no upotrebiti. Da bismo mogli izvesti općenitu regulari- 


u 
zaciju (uniformizacij = = di dia 
( zaciju) t=T (u) | IZG morali bismo imati izraz 


1..n 
V (u) = * mi marin (u), dakle distancije r;x = r;x (u) kao funkcije totalne 


X ? A ć 
meble Daeorm sebe) u. A to znači, da moramo složiti prikladne 
kurzije s pomoću metode neodređenih koeficijenat i 

dd Dalea na se lkpeepistadaji. Mah 
c A nih jednadžbi probl iše tij ira- 

nih kao i regulariziranih fuuiforinigipanih) nj M 

S) +1 IV 

du i og ur out poka (1ZiZn) zbog potencijala V (u), 


A sadržava istodobno sve distancije, odnosno koordinate svih x masA 
a te isprepletenosti smatrao sam potrebnim uvesti u raspravi [45] 
io pa Kanangemrag i rekurzije. Iteracija nije nužna, nego na 
) l e ne treba za početak nadomještavati čl i A 
(t. j. kosinuse smjera sil4) nji i A eh daka 
( o: jihovom linearnom integral j i 
jednošću 2/z kako sam još tamo radi imi, nista stva poaderi 
j e o. Zbog te iteracije j i 
o sam : onavlja 
Btencija Pl i g jeste da aku kan A više traženi. ed 
) , kojih je egzistencija (konver ija) i uni 
BRE eon kori gencija) i unitet garan- 
jom. To sve sada otpada i rač ćuj 
Bo općom o sve: čun se vrlo skraćuje t 
o , ne Link eg i pedijatra odlika metode — samo šhekina 
M rostroko je sukcesivnih , oeficijenata tih redova potencija 
ntegracije u svakom se koraku u j kava 
. rl u jednu ruku poboljš 
ia mn a, u Era e svaki put dobijemo Čakeia. jedan 
o. ni integrali služe k e ji 
ke : g ; za kontrolu računa, k 
Ma rrične odabrane točnosti sam od sebe. Metoda nije dra, ponos 
dai o vje Bete o to prenosi na 2 2 4. U citiranoj 
a a na jednom konkretnom, a još dosta općeni 
im i KONKI , a još dosta općenit - 
a I EA problema triju tijela, da je kjematgehoijs jedem 
A dig 53/54; primjer 123.2, p. 63/65; [45] 2, $ 21, 
M dizao a e PP. 63—67, spec. p. 66 o rezultatima, što ih je navodno 
> dlan ometa 1933). No valja upozoriti, da se u radnji [45] 
PRE P a gra a griješka: jedinica vremena je 5843244 srednjih 
Ska : S a a p- : izlazi doseg redova od cca 20 dana. Osim 
> odati koeficijenti B,, Bi, uključuju predznak minus, 
PA o računato. Najzad su se tamo u višim čl i 
redova sa y: potkral Č iješ dia sorti 
< Će potkrale računske griješke. To treba ispraviti. 
a problem više tijela u osnovi riješen. 
4 RADsu 
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a 


Dodatak pri korekturi 


U publikaciji »Bjulletenj Instituta Teoretičeskoj Astronomii« T. VI. 1956, No. 6 
(79) pp. 408—415, koju mi je ljubazno dostavio direktor tog instituta prof. dr. 
M. F. SuBBoTin, nalazi se bilješka G. A. MERMANa (koju autor naziva raspravom) 
pod naslovom »Po povodu rabot R. Verniča o reguljarizacii i periodičeskih rešenijah 
zadači treh tel«. Ta je bilješka po navodu u publikaciji stigla u redakciju 6. III. 1956., 
dok je sama publikacija data u štampu 22. VIII. 1956. Meni je poslata iz Moskve 
17. VI. 1957., a primio sam je 27. VI. 1957. Ti su podaci potrebni za pravilnu ocjenu 
nekih okolnosti, x : : 

MERMAN grupira svoje kritičke primjedbe mojim radovima [41]—[45] u dvije 
glavne grupe: on pobija regularizaciju trojnog sudara, te teorem da su, jedina perio- 
dička rješenja općeg problema triju tijela LAGRANGEOVa egzaktna rješenja. Pri tome 
iznosi uz prvo pitanje šest primjedaba, koje su sve neispravne; uz drugo pitanje iznosi 
tri primjedbe, od kojih je samo jedna, ali najvažnija, točna. Ogledajmo ovdje sasvim 
ukratko bit tih primjedaba, iako se autor tim problemom nebeske mehanike nije nikada 
javno bavio, što se opaža u njegovom tekstu. Osim toga ne zaslužuje čitava stvar više 
pažnje, jer se autor mogao pismeno kod mene obavijestiti o nejasnim točkama, što bi 
se bilo moglo očekivati prije publiciranja ikakvih napomena, jer sam spomenutom 
institutu svoje radove lično poslao. 

Uz problem regularizacije trojnih sudara »SuNnpMANovim funkcijama«: ( 


$$ 122; 221) limitne relacije za Vr.r (cf. [41] S 211.1/2) u tom slučaju smatra »da- 


nima bez dokaza« i onda ih »dokazuje« točno onako i s onim relacijama, koje su u 


djelu [41] navedene; onda tvrdi, da su limitne relacije izvedene samo za realne sudare 
olazi centralno pitanje, 


i time ignorira znatan dio te monografije a i rada [44]; zatim d 

da li distancije, a time i (polarni) moment inercije sustava J sadrži iza člana c-#!s 
samo cjelobrojne stepene od £/3. Tu MERMAN vidi (što na pr. Ju. SokoLov u korespon- 
denciji sa mnom nije htio uvidjeti), da je ta okolnost dokazana, ako se navedenom 
transformacijom vremena t# na pseudovrijeme u, koje je regularizabla, stvarno regu- 
larizira sustav diferencijalnih jednadžbi. Čudno je, da on ne vidi, da su sve formule 
za to gotovo već kod ŠUNDMANA priređene posve analogno slučaju dvojnog sudara, 
kako je u ovoj i idućoj radnji in extenso navedeno za n = 3, a onda opširno izvedeno 
kao suština uniformizacije u $ 221. Pozivanje na WINTNERA [39] znači, da MERMAN 
potpuno ignorira opširan materijal o pomičnom karakteru singulariteta sudara, koji 
sam prvi puta u mojoj monografiji naveo. Uopće moram reći, da MERMAN citira tako, 
da čitalac, kojemu moji radovi nisu dostupni, ne može razlučiti, što je otprije poznato, 
a što sam u citiranim raspravama — uz gornje dvije tvrdnje — nova pridonio. Onda 
prelazi na možda najizrazitiju točku, naime moj dokaz, da jedina zapreka regulari- 
zaciji trojnog sudara već po istraživanjima D. BrnomizkoGA (1. c. [41] $ 133.2), a to 
je navodno postojanje t. zv. imaginarnih sudara 2. vrste (sa 7 =0, a da mase nisu 
stvarno u istoj točki prostora) iščezava jednostavnim prijelazom s relativnih na iner- 
cijalne koordinate (pomični singularitet!); zato su redovi D. BELORIZKOG ZA distancije, 
nezavisno o koordinatama, stvarno čisti redovi potencija po El (Le, $ 133.2). Tu 
okolnost, koju sam dokazao s više strana, među ostalim i sintetički, MERMAnN hoće 
jednostavno srušiti i pri tom upada u teško shvatljivu grubu griješku. Ponajprije 
tvrdi, da SunpMaNov rezultat o limitnim konfiguracijama ne vrijedi odnosno nije 
dokazan za imaginarne sudare; iako moj dokaz tu ne zakazuje, jer je konfigu- 
racija realno cijelo vrijeme u tom mehaničkom problemu po supoziciji (inače je 
problem dinamički besmislen), što MERMAN očito ne vidi a argumentacija mu je ne- 
matematička, samo na riječima. No kad ide računom »oboriti« moj dokaz (bez obzira 
na nevažne omaške u pisanju), onda najprije dobiva, kao i ja, u inercijalnom sustavu 
baricentra, u kojemu dvije mase 7; (i = 1, 2) imaju udaljenosti od baricentra Kg 
uvjet imaginarnog sudara u koničnom gibanju 1 =" + 1" =0 u času t =. Odavle 
je naravno? = —Troi pokazuje se svođenje imaginarnog sudara 2. vrste na sudar 


cf. ovdje 
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. Poopćenja daju uvijek 


Pm 


\ 


1. vrste, koji se dA regularizirati na običan način 
nd gd _.. u da jetu još izv e ? Kerka 
Na ME ogra main uvjet, ej, mu je pokazati, da je na krivom osi raka 
Midar vrši ili u na postul atom on je u stvari već postulirao tvrdnju: jer Mija 
MS različitim točk ntru te je zealan suprotno supoziciji, ili na minimalnim “ 
BREME sonirao ono što k (sudar 2): dakle je dodatnim uvjetom zg = 71" =0 oci eon 
kod sudara 2% (iako to dake. tobože izvodi i dobiva moje e MRs za lečve a 
BE5 besmislena: ona M= ši spominje). Međutim ta je supozicija ne samo neopravdan 
ME bina! No trivijalno . sili na cos v—> oo uz #—> & (v prava anomalija) i tako 
. hi ik ia a no ca . kai pone ji samo za v—> o 
osa iz mamo .v . A . , 
nije moguć sudar (CHAzy). I tako od svih mia do nje u ki RAJA Biti 
a. 


Uz proble iodičnih rj j 
jaja nj jr rješenja: MERMAN najprije gotovo točno razlaže suštin 
M naje leda 8 : o je, da mu ova problematika mnogo više leži. Budući . 
Da o ralkočiti. jer : mojih redova, umeće jedno dodatno razmatranje koje pase 
an ba e s prvom točkom. No zato je njegova primjedba, = dola: 
a funkcije noi Porsna radnji na mjestu, gdje se dokazuje neparnost vremena t 
Bio sam tu e nici opče“ 3 enje zine teke ovaa 
povukao (primljene za štampu 23 III. 1 i srašolta Nr re 
> A esnik : ž . 1956.) i posvetio mu posebna istraživanji 
A . ee sam i. Jugoslavenskoj Akademiji Eo i < ohne 
* a raja a pre met moje dalje rasprave pod naslovom »Periodična 
ES iz [4811 > će > više tijela«. U njoj se potvrđuje prethodni rezultat za 
BA depnt i bolji uvid Z 4, naravno opet samo za opći problem više tijela; ali se 
MA eljedaja primj Parne koje nastupaju uz specijalni izbor masa < Treća 
0 en poje hu : ERMANA u vezi s periodičnim rješenjima pokazuje da 
S od me : slam općim problemom triju ili više tijela, iako je stvar 
Pa više djela“ Ea gotovo BERTRANDOva teorema aktuelna. Naime mehanički 
o e š = mo s ima kao parametre i inicijalne uvjete i mase m, > 0 
Dali 2 Joj iq kod LAGRANGEOVih (i općenitijih) rješenja ddizado kod 
> Sean e točno onda, kada možemo te parametre problema ko 
o nn pr : ia granicama naravno, Tek izreke, koje tada ostaju na kog 
> nika ai jan mj više tijela. O tome više u mojoj sad najavljenoj 
i Eak doe la za izuzetne vrijednosti masa možemo postići disa 
sustav parametara, koji o slk u u momenti primjemo, dA se jasle nadi thin 
Moa koji . : opušta na pr. komenzurabilnost srednjeg gibanja koordinatno 
DL 260 izrijekom isklj iasama, i perioda u tom sustavu (taj sam slučaj u [43] lema kh 
BE aoravi Pe 3 sipa peraja i u inercijalnom sustavu. On preskače, 
MR rsata vjerojatno i o do spominjem, a to je sasvim trivijalna okol- 
teoremu uz poseban izbor parametara. N BN: ai 2 o a 
pih eje se ona i razliktiju od dosadašnjih istraži kai SI Pa opokisiirgeta 
inih riekenia C d straživanja, oja traže egzistencij 
Zbok E 
je | , samo LAGRANGEOva rješenja i njihove: 
je li slučajno, da jeu M dj mogi slučaju h < 0) periodična sieenja. o pjeitm 
MRA vodno ka ekstu MERMAN ispravno citirao riječ opći u navođen ša te 
ka m rezimcu, ruskom kao i njemačkom, tu riječ ooekanlja, što bitno 


ijenja smisao 0) tvrdn zravno (0) n raspravama 
m ih , P 
Jaluizra J JE Supri tnosti s mojim citiranim ra 


. U ostalo 1 c ć 
m čitala 1 j j ći vori Vi V. 
€ si na bol e moći stvoriti sud o svemu tome izravnim 


nav: i 
edenih rasprava. studijem 


4 


LITERATURA 


[1] C. G. J. Jacosr, Vorlesungen iiber Dynamik — Aus dem Wintersemestef 1842/43 
Kš&nigsberg, aufgezeichnet von Borchardt; herausgegeben von A. Clebsch Berlin, 


1866. . 
(2] W. VeLTMAN, Bewegung in Kegelschnitten von mehr als zwei Kčrpern, welche 


sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, A. N. 86 (1875) 17—30. 
[3] R. Horrg, Erweiterung der bekannten Speziallosung des Dreikčrperproblems, | 
Grunert's Arch. Math. Phys. 64 (1879) 218. : 
[4] H. SEELIGER, Uber den neuen Stern im Andromedanebel, A. N. 113 (1885) 358. 
[5] O. Dzrosrx, Die mathematischen Theorien der Planetenbewegungen, Berlin, 1888. 
[6] F. TIssERAND, Traitć de mćcanique cćleste, Paris, t. 1 (1889). 
[7] R. LEHMAN-FILHES, Uber zwei Falle des Vielk&rperproblems, A. N. 127 (1891) 


1371—1483. 
[8] P. ParnLEvE, Lecons sur la thćorie analytique des ćquations differentielles, prof- 


fessćes A Stockholm. Paris 1897. ' 

[9] P. PAINLEVE, Gewšhnliche Differentialgleichungen. Existenz der Lčsungen, Mat, 
Enc. II-A 4a, 1900. 

[10] O. DzroBEk, Uber einen merkwiirdigen Fall des Viclkšrperproblems, A. N. 152 
(1900) 88—46. 

11] P. PizzErTi. Casi particolari del problema dei tre corpi, Rend. Ace. Lincei Roma 
(5) 13, (1904) 276—283. 

[12] K. F. SUNDMAN, Recherches sur le problčme des trois corps, Acta Soc. Sci. Fenn. 
34 (1907) No. 6. ' 

[13] H. ZriprL, Sur les singularitćs du problčme des m corps, Arkiv f&r Mat. Astr. 
och Fysik 4 (1908) No. 32, 1—4. 

(14] K. F. SUNDMAN,: Nouvelles recherches sur le problčme des trois corps, Acta Soc. 
Sci. Fenn. 35 (1909) No. 9. i 

TI5) H. G. Brocx, Sur une classe des singularitćs dans le problčme des n corps, 

> Medd. fran Lunds Astronomiska Obs. (2) 1909 No. 6 (Cit.). 

[16] E. T. WHiTTAKER, Prinzipien der Sičrungstheorie und allgemeine Theorie der 
Bahnkurven in dynamischen Problemen, Mat. Enc. VI. 2B 12 (1911). 

(17] K. F. SUNDMAN, Mćmoire sur le probleme des trois corps, Acta math. 36 (1913) 


105—179. : 
[18] J. Cnazy, Sur certaines trajectoires du problčme des m corps, C. R. 157 (1913) 


688—691. 


[19] J. Crazy, Sur les points singuliers de Vintćgrale gćnćrale du problčme des 7: 


corps, G. R, 157 (1918) 1398—1400, 

[20] G. ARMELLINI, Un thćorčme gćnćral sur le problčme des 2 corps, C. R. 158 (1914) 
680—683. 

[21] M. JABLONSKI, Contribution a I'ćtude du cas le plus gćnćral du choc dans un 
systčme de points matćriels soumis A la loi de Newton, Ć. R. 164 (1917) 995—997. 

[22] J. Cuazy, Sur certaines trajectories du problčme des m corps, Bull. Astr. 35 (1918) 

*  321—389. 
[23] H. C, PLuMMER, An introductory treatise on dynamical astronomy, Cambridge 


1918. 
[24] E. FREUNDLICH, Uber die singuliren Stellen der Lčsungen des n-Kčrperproblems, 


1. Mitteilung Silz. Ber. Akad. Wiss. Berlin, H. 5-8 (1918) 168—188. 

[25] E. FREUNDLICH, Uber ein Paradoxon in den Jacobischen Vorlesungen iiber Dy- 
namik, A. N. 208 (1919) 209—212. 

[26] J. Cuazr, Sur les singularitćs impossibles du problčme des m corps, C. R. 170 
(1920) 575—571. 


52 - 


[27] J. CuAzy, Sur Vallure du mouvement d 
g . a l i 
4 sad o. indefiniment, Ann. Sci. Ec. odd Nari kadai a ona 2 
. H. MUnrTz, Die Ahnlichkeitsb Via i osi 
Mire fir Pp o Msn beim allgemeinen 2-K6rperproblem, 
[29] Be. jara Kome . kre, Bedingung fir den allgemeinen Zusammen 
1 eina . 
ANA ia nder nach dem Newionschen Gesetz anziehen, 
a “ skotna Zum Vielkčrperproblem, Math. Annalen 108 (1931) 632—636. 
 renevij Pro odnu teoremu Weierstrassa (Sur un thćorčme de Wei ' 
ME S nst. . a Akad. Nauk, Kiiv, No. 2 (1986) 471—51 Pana 
. SokoLov, Doslidi z analitičkoi dinamiki . 
okida amiki (Recherches_dans le domaine de la 
sami ytique), Žurnal Inst, Mat. Ukr. Akad.. Nauk, Kiiv, No, 3 (1937) 
[38] E. LAHAYE, Le choc 
> quadruple d 
E, Buli CI. Sci. (5) 29 (1948) 576--590. pad doša, 
» LAHAYE, Les chocs binaires simultanć 
s rćels d 
. Acad. Roy. Belge, Bull CI, Sci. (5) 32 Vi ata 
[35] . LamAYE, Les chocs triples rćels dans le 
E Bree, Bull. ja Sci. (5) 33 (1947) 89—104. 
. LAHAYE, La rćgularisation du mou 
Na e ka rogati vement dans le problčme des N corps et 
het grales convergentes, Acad, Roy. Belge, Bull. Cl. Sci, (5) 33 
“[57] Ju. SokoLov, On some 
3 , On so general characteristics of i i 
pijem in the neighborhood of a singular jošte si tim nt S kndad. 
Aaa e, Dopovidi Ukr. Akad. 
38] D. MinajLović, Prilog ispitivanju j | 
V g ispitiva ij 
ao Dretva mah. ji Srbije Pm jah O ene 
J A. WinNTNER, The analytical foundations of celestial mechanics, 3, New Yersey 


Acad. Roy. Belge, 
probičme des N corps, 


problčme des N corps, Acad. Roy. 


40] ]. O. Frr : i 
[40] i m tgfenjgtim dag ca au thćorčme de Laplace sur les pertur 
m . . . q 
E. “ pheyrjašna ents vectoriels des orbites planćtaires, Experientia: 
R. Vennić, Diskussion de 
ć 3 r Sundmansch O 
bs “g 1954 = Diss. Zagreb 1951 TAE 
. VERNIĆ, Staze restringi ' ij 
: 1 restringiranog problema triju tijela u inercijal 
+ ja des restringierten Dreikčrperproblems dargestellt ras soha 
Dive juz. akad, znan. umj, 1 (1952) No, 4, 1—45 = 81-198. šiša 


[45] R. VeRnić, Periodi 5 
ud IĆ, odische L : pa. : 
(2) 8 (1953) No. 4, 241—266. im Dreikčrperproblem, Glasnik mat, fiz. astr. 


[44] R. VeRnić, Di i 
. , Die Stossb i ik6 i 
,. &) ODAJA M e im Dreikčrperproblem, Glasnik mat. fiz. astr. 
A VE . . . 
ERNIĆ, Numeričko rješavanje općeg problema triju tijela (Numerische Auf- 


Osung des allgemei iko 
(1955) o. einen Dreikčrperproblems), Rad. Jug. akad. znan. umj. 302 


g des Dreikčrperproblems, JAZU, 


Lit. : 
1384, va i ie prema: »Jahrbuch tiber d. Fortschritte d. Math.« 46, 1381; 46, 
uzete u BE foke ia agi dong ad Revietws« 15 (5) LX. (1954) e da 
Eiase, ili zan = cijalnim slučajevima problema više tij 1 
<“ nemaju opće, principijelno anabiije, nje m gana? 


P rimljeno na . CE 
sjed i , DESI A 
28. II. 1956. jednici Odjela za matematičke, fizičke i tehničke nauke dne“ 


53 


RADOVAN VERNIĆ 


KRITISCHE BETRACHTUNGEN 
UBER DIE ZUSAMMENSTOSSE 
IM MEHRKORPERPROBLEM* 


1. EXISTENZ DER LOŠUNGEN 
11 Die Zusammenstisse sind die einzigen Singularitiiten 


1. Filr rig ŽE >0 ist die Bewegung reguldr. In den Abhandlungen 
[41] [42] [43] [44] [45] habe ich die SunpMaANsche Lo6sung des Dreikor- 
perproblems zur vollstandigen Losung dieses Problems ausgebaut. In der 
vorliegenden Abhandlung werde ich historisch und kritisch darlegen, 
wie sich alle dieše Resultate mutatis mutandis auf das allgemeine Mehr- 
k&rperproblem ibertragen lassen (72 & 4). In der folgenden Abhandlung 
werde ich alle Schritte, die den Existenzbeweis. fir die Lo6sung des 
Mehrkorperproblems enthalten und diese L&sung wirklich konstruieren, 
vollstindig und im einzelnen durchfihren. Beide Abhandlungen zeigen 
dieselbe logische Reihenfolge von solchen Schritten. 

Der erste Schritt ist der Beweis des Satzes, dass die Bewegung im 
Mehrkčrperproblem fir tx Že>0 (LZj<k<n) regulir verlauft. 
Genauer: sind in dem Intervall (ty < t < t,) alle gegenseitigen Entfer- 
nungen 7;x der gegebenen 2 Massenpunkte mi (Z=1...n) gegen unten 
beschrankt (sie sind an sich positiv), dann lassen sich die Entfernungen 
und die Koordinaten in Potenzreihen nach (t— ty) entwickeln, wobei 


Ž 1 a A A 2 
lt—4|< Tu (th — £,) ist. Der Beweis geht auf PAINLEVE zuriick; syste- 


matisch stellte ihn an den Anfang der Untersuchungen SUNDMAN 1912 
(vgl. [9] [16] [17] [41]). Der Beweis fir n =3 gilt ohne Anderungen 
auch fir 2 & 4. Die Bewegung hčrt also auf regulir zu verlaufen ersl 
(eventuell), falls wenigstens eine Entfernung 7;x gegen unten nicht mehr 
beschrankt bleibt: fin ri: = 0 oder Or Š €, ev. scharfer: O S rike 
Oder lim ra =0,1->t,. ; 


2) Es. gibt keine Pseudozusammenstosse O rin Ke. Wir betrachten 
Zuerst die Moglichkeit lim rz = lim inf ix =0, t>t. Solch eine Situa- 


ps Originaliiberschrift dieser Arbeit: Kritička razmatranja o sudarima u problemu 
Više tijela, 
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tion im Momente £, nennen wir nach PAINLEvE ([8] p. 583) »Pseudo- 


zusammenstoss«. Da man jedoch in der Literatur hinsichtlich dieses . 


Begriffes auf Unklarheiten stosst, werden wir zuerst genauer unter- 
suchen, was unter Pseudozusammenstossen zu verstehen ist. Schon bei 
Jacosi findet man am angefiihrten Ort die zitierte Formulierung, womif 
Zusammenstosse gemeint sind, allgemeiner jedoch auch die Pseudo- 
zusamenstosse umfasst werden. Zum ersten Mal hat PainrEvE das Pro- 
blem der Pseudozusammenstčsse formuliert und zwar sehr klar (a. a. O.). 
Solch eine singul4re Stelle ist analytisch eine Stelle der Unbestimmt- 
heit, die insbesondere fest oder beweglich sein kann. Fiir solche Stellen 
existiert nicht mehr lim 2 (£), £> t, (vgl. genauer a. a. O.) und hier sind 
Potenzreihenentwicklungen unmčglich. Es ist bezeichnend, dass PAINLEVE 
fiir den Fall lim x: (t) = x:%, aber t, singulare Stelle der Bewegung, noch 
an der Meinung festhalt, dass dann nichts iiber den weiteren Verlauf 
der Bewegung gesagt werden kčnne. Der Gedanke an eine analytische 
Fortsetzung der Bewegung iiber den Zusammenstoss hinaus, der eine 
singulire Štelle der Bestimmtheit ist, liegt ihm noch fern. Deswegen 
sucht er auch nach Bedingungen, aus denen sich erkennen liesse, dass man 
lings einer gegebenen Trajektorie keine Zusammenstosse trifft. Das war 
historisch der Ausgangspunkt fiir die allgemeine Theorie der Zusammen- 
stosse im Mehrkčrperproblem (vgl. [41] a. a. O.). Wir werden spater bei 
der Besprechung des sog. JacoBischen Paradoxons (213) noch Gelegen- 
heit haben zu sehen, welche Umwišlzung im wissenschaftlichen Denken. 
die SunpmMansche Lčsung des Dreikorperproblems bedeutete, obgleich 
auch sie gewissermassen unbeendet blieb. 


Weiter sagt PAINLEVE: es sei 7 (£) = min (r;x) im Momente £. Wenn 
die Bewegung fiir € 6 regular ist, jedoch nicht mehr fir ć = t, dann 
folgt im Falle der Zusammenstčsse 7 (£) —> 0 fir t> ty. Es kann aber im 
Falle einer Unbestimmtheitsstelle zu einer besonderen Art von »Haufung« 
der Massen kommen, wobei die Paare der nachsten Kčrper, d. h. 7 (£) im- 


merfort untereinander wechseln, w&hrend t > t. Also eine ganze Gruppe: 


von Massenpunkten kommt einander beliebig nahe: O rju € mit be- 
liebig kleinem e >> 0. Dabei wird jedoch in keinem Moment ein rje = 0, 
sondern die Entfernungen aus dieser Gruppe von Massenpunkten haben 
keine untere Schranke, d. h. fin ri = 0. Das ist jedoch nach Ziffer 1 


nur so moglich, dass es unendlich viele solcher Zeitpunkte gibt, mit an- 
deren Worten: lim ri = 0, t> to. Fir n=3 hat schon PAINLEVE die 


Unmšglichkeit solcher Pseudozusammenstosse bewiesen, fur 2 > 4 dage- 
gen blieb die Frage bisher offen, wenngleich niemand glaubte, es seien 
hier solche Singularititen moglich. Die echten Zusammenstosse ciner 
Gruppe von Massenpunkten geschehen im. Massenmittelpunkt dieser: 
Gruppe und dadurch haben sie eine bestimmte Grenzlage. Daher PAIN- 
LEvfs Ausspruch: »Ich insistiere auf dem Unterschied zwischen dem 
Dreikčrperproblem und dem 2-Kčrperproblem«. — Damit ist klar gezeigt 
was die Pseudozusammenstosse sind. 


56 


Nun muss die Frage beantwortet werden, was die Pseudozusammen- 
stosse nicht sind. Die einzige Stelle in der Literatur, wo die Pseudo- 
zusammenstosse allgemein betrachtet werden (nach SUNDMAN [12] [17]) 
ist das Lehrbuch [39] von WinTNER. Die angefiihrten Zitate beziehen 
sich auf die dritte Ausgabe des Buches. 


Es falit sofort der Unterschied zwischen $$ 407, 411 einerseits und 
$$ 361—368 bis anderseits auf, obgleich beide Gruppen in den ge- 
schichtlichen Anmerkungen auf PAINLEVE zuriickgefiihrt werden. Es ist 
sofort ersichtlich, dass die Darstellung in $$ 407—411 richtig und aqui- 
valent der PAINLEvEschen ist: lim 7x > 0 oder lim 7 (£) = lim min (z;n) =0. 


Nur der letzte Satz ist nicht richtig (siehe oben) und hingt mit der 
ersten Gruppe von Zitaten zusammen. In dieser Gruppe von Zitaten 
($$ 365—368 bis) ist die Darstellung im Ganzen unrichtig und kann bei 
Untersuchungen auf Abwege fiihren. Sie enth4lt ausserdem andere Un- 
stimmigkeiten, worauf .wir gleich zuriickkommen wollen. Wir werden 
hier in 123 genauer die Frage der Zentralkonfigurationen betrachten, 
welche die Verallgemeinerung der LAGRANGEschen exakten Losungen 
des Dreikčrperproblems darstellen. Insbesondere werden wir historisch 
und kritisch den Satz beleuchten, dass die Zentralkonfigurationen, die 
homographische Losungen des Mehrkčrperproblems sind, zugleich Grenz- 
figuren in Zusammenstossproblem mehrerer K&rper bedeuten. Jedenfalls 
steht ćs fest, dass die Erorterung und Klirung der Frage der Pseudo- 
zusammenstosse dem genannten Satze vorangeht. Dieser Satz iiber die 
Grenzfiguren beim Zusammenstosse beweist sich auf Grund der Grenz- 
relationen vom “Iypus ra = ce +o()(1Zj<Sk<nt=t—t4, 
ća == const, 0(x):x—>0... x—> 0 (vgl. 122). Solche Grenzrelationen wer- 
en ihrerseits hergeleitet auf Grund der Voraussetzung, dass die Exi- 
stenz bestimmter Stosstangenten schon bewiesen ist, was wiederum auf 

rund von bestimmten CGrenzrelationen geschieht z. B. lima/r = 


= limx/r = 9, Sp? = 1 (S bedeutet Summatio 

: T=, Sp" n nach Buchstaben) bzw. 

Bee = lim rel = 00 5E U, oo (vgl. 121) mit der Eg era do 
ass rur > 4, ein Stoss geschieht: lim ri = lim zx = lim xi =... = 0 (vgl. 


113). Dabei ist die »LAGRANGEsche Funktion« oder das polare Trigheits- 
...N n 
moment J = M-! > mi MTI, M = S mi. Alle diese Umstande beziehen 


$ : Fk, i=1 
na jedoch auf die Frage des Charakters der Stossingularitit und der 
BR oZbarkcit der Bewegung iiber solche Stellen, nicht aber auf die 
o der Existenz oder Nichtexistenz von Pseudozusammenstčssen. Ihre 
mi. A wirde nimlich an den angefiihrten Figenschaften und Satzen, 
X au! ia Voraussetzung von Zusammenstčssen beruhen, nichts andern. 
* ia den Geltungsbereich dieser Satze einschrinken. Insbeson- 
M die Frage, ob bei gegebenen n Massen mi (i = 1... 1) endlich oder 
e ic ag: Zentralkonfigurationen existieren, keine Beziehung zum 
dc Existenz von Pseudozusammenstissen, Desgleichen ist es 
Stal entlich, ob der Stosspunkt im Inertialsystem des Massenmittel- 
ktes eine bestimmte Grenzlage hat oder nicht. Und vollstaindig gleich- 
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giiltig ist es fur das genannte Problem, ob bestimmte Stosstangenten exi- 
stieren oder nicht. Das leuchtet am besten ein, wenn man ein mathema- 
tisches Gegenbeispiel konstruiert. Dazu geniigt cin mechanisches Pro- 
blem, in dem es keine Pseudozusammenstčsse gibt, die echten Stossmo- 
mente jedoch transzendente Windungspunkte und feste singulare Stellen 
sind. Dann gibt es auch keine bestimmten Stosstangenten, die Kčrper 
nihern sich lings transzendenten Spiralen. Die Bewegung lasst sich ohne 
Zweifel nicht iber den Stossmoment fortsetzen. Mit der Existenz von 
Pseudozusammenstossen hat das jedoch nichts zu tun. Selbst wenn be- 
stimmte Stosstangenten existieren, braucht sich die Bewegung noch 
“immer nicht iber den Stosspunkt hinaus fortsetzen lassen, z. B. wenn 
der Grad des Verzweigungpunktes ungiinstig ausfallt, so dass die ana- 
lytische Fortsetzung imaginar wird. Gerade ein solches Beispiel haben 
wir bei den imaginaren Zusammenstossen im Dreikčrperproblem (und 
auch im Mehrkčrperproblem), wie des niheren in [41] 133.2; 213 aus- 
gefiihrt ist, wo die Verzweigungspunkte vom Typus c+t sind. 

Die erste Gruppe der zitierten Paragraphen enthalt auch in Einzeln- 
heiten unrichtige Behauptungen. Erstens ist es iberhaupt nicht richtig, 
dass das dauernde Oszillieren der instantanen (momentanen) Konfigu- 
ration der n Korper die Existenz einer bestimmten Grenzlage unmoglich 
mache. Denn es geniigt das Verhalten der Funktion f (x) = x: sin 1/x 
fir x->0 als Gegenbeispiel zu betrachten: diese hat einen ganz be- 
stimmten Limes f(x -+ 0) = 0, obgleich sie mit der Annčherung an die 
Grenze immer mehr oszilliert und dort keine bestimmte Grenztangente 
hat. Weiter ist es unrichtig, dass ein solches unendliches Oszillieren nur 
bei unendlich vielen Zentralkonfigurationen von 7 gegebenen Massen 
m (i=1...n) moglich ist. Selbst bei der Existenz einer endlichen 
Schranke 4 (m; mi) X qe< + oo kann unendliches Oszillieren auftreten, 
wie WINTNER selbst fihlte (vgl. den angefiihrten Satz). Denn schon bei 
zwei Zentralkonfigurationen als moglichen Grenzfiguren (2 B.n=3) 
kann (braucht jedoch nicht) solches Oszillieren auftreten. Das hangt 
von der Struktur des konkreten Problems ab. Bei der angefiihrten Funk- 
tion z. B. oszilliert der zweite Faktor zwischen —1 und +1, geometrisch 
also zwischen zwei Geraden. Schneiden sich diese Geraden im Grenz- 
punkt, wie bei der kompletten Funktion f(x), so existiert eine bestimmte 
Grenzlage:; sonst (wie bei dem zweiten Faktor allein genommen) nicht. 
Beim Dreikorperproblem kann man die Mčglichkeit solch unendlichen 
Oszillierens nicht auf Grund der Tatsache verneinen, dass nur zwei 
(ebene) Grenzkonfigurationen existieren, denn der Unterschied zwischen 
ihnen wird selbst immer kleiner mit #—> to. Nicht aber in allen Eigen- 
schaften: in beiden Fallen gibt es bestimmte Grenztangenten, deren 
Lage aber verschieden ist und bleibt. Es scheint mir bezeichnend, dass 
WINTNER alle solchen Fragen einfach mit den Worten »of course« ab- 
fertigt (S 365, 365 bis). Schliesslich werden bei WINTNER nirgends die 
hiufigsten und schwierigsten partiellen Zusammenstosse behandelt, wo 
gleichzeitig fir t = t, eine Gruppe von A Massen m, ...mA zusammen- 
stosst, und eine von _B Massen ma+i... MA+B;«++ ( +B+..=n. 
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tajnik >< pes einmal seine Ausdriicke fur die einzelnen Kollisto- 

da < : a. Kolica Iž = jede collisions. Schon beim 

š: ion (Zwelierstoss) sagt W: i 

iiber den Fall, dass es mehrere : : dere aa 
C , da solche Stosspaare gibt. Bleib 1 

Ausfiihrungen fir den Fall einer biniren Kollision in Kr ta gud ade 


. viele »simultane bindre Kollisionen« mčglich. Deshalb werde ich folgende 


Bezeichnungen gebrauchen: 1. »bin4 F 

i : : 1. »binare Koll 3 = i 
2. »partielle (simultane) Kollision« fir JE # ; jos zi 
3. »allgemeine (simultane) Kollision« fir A id S. a A peča; 


a meniadini g der bisherigen Diskussion stelle ich fest: es ist 
E sa, : st lehrkčrperproblem keine Pseudozusammenstisse 
BSlich abani a sd kia odaje dm KENA mit anderen 

' ii S Tik Ze oder im 7 (£) = lim min (7;x) = 0 
a GE ; o < n) impližiert lim rje =0, t>t, oder 0 E Le “ 
Mares . is Fall der allgemeinen Kollision im Dreikorper ro- 
BRE hat sch et AINLEVE gefiihrt, volle Klarheit aber finden a 
M pnpuan | iZ), fur den binaren wie fir den ternaren Zusam- 
peto Mn KLI. ia analytische Mittel von SUNDMAN 
ov (A =2 m A DE bea e =. . PoVo 
“A Ee monoton gegen Null«) fir t>t, sobald đa < ' dira 

nutzt er ausgiebig die Dreiecksrelationen 7; — 7x Š Ti je + m (2 j 5 


i vollstandiges Restsystem Modulo 3.) Aus alledem folgt sofort rjx—>0 
ik 


dZj<k<ZA<3), weil j 
< k<ZA=<3), weil jedes polare (auch partiell aghei 
“oka E Še positiv definite quadratische ira a i. jina 
ose da ; ir J, und J, gelten die angefiihrten Formeln. Dass die 
i 4 cine dg e Nullfolge bilden, folgt auf Grund der 
AGRANGEschen For 255 = i 
m ormel 5 ga V + 2h (h: Energiekonstante) und 
Bien ug lang prate gom Die me nom zeigen 
me A =3, nd alle drei re (1 Zj<k<3) fi 
ne ed Sh, h=J<Ce by 0. Wir haben hier also E o giw 
mea E ouoknnjesen ner kann, wegen der uibermassig ange- 
u ionskr&fte; erst wenn sie mit unendlicher G: in- 
mad a ja 'sie ae: wieder in endliche poke 
4 . fir den Fa = 2 besteht die »e-Fall ie di 
m . . greg, ih 
. hd rd sni dara ej denn die ao a e 
ch ti Ce sei, fuhrt sofort auf 7, £2 
: < 
ik >O, entgegen der Voraussetzung des binaren ke RA ahe E 


V . . . 

BE ouchen dne Schlussweise auf den allgemeinen Fall des Zusam- 
M ono ći u nak SO finden wir folgendes: es gibt hier keine 
>. oi e i" Dreiecksrelationen entsprachen, wir brauchen sie 
ME dec padina agegen lasst sich die grundlegende SunpMansche Be- 
MDI sporo dass die Ja-Werte cine (monotone) Nullfolge 
BLV rauchen wir eine niitzliche Darstellung der Fundamental- 
» V (iber die mechanische Bedeutung ihrer Bezichung zuein- 
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ander vgl. 123, bei der Besprechung der Arbeit von DZIoBEK [10]). Dazu 
eignet sich allein das JacoBi-RADAUsche Koordinatensystem (a. a. O.), 
das zum erstenmal wieder SUNDMAN gebraucht hat, und zwar aus fol- 
genden CGrinden: es ist ein baryzentrisches System; es sind. relative 
Koordinaten:; die Differentialgleichungen lassen sich mittels ciner ein- 
zigen Potentialfunktion U darstellen; die Massen sind in progressiv 
wachsende Gruppen angeordnet, was die Betrachtung der Zusammen- 
stosse im besonderen erleichtert. So haben wir die angefiihrten Formeln, 
wobei Ci: den (i — 1)-ten partiellen Massenmittelpunkt bedeutet. 

Fiir die reinen partiellen (nichtsimultanen) und allgemeinen Zusam- 
menstosse lasst sich der Beweis nun vollstindig analog dem SUNDMAN- 
schen Beweis fitr n = 3 fiihren. Fir den Fall einer beliebigen simultanen 
partiellen Kollision von A, B,... Massen (A+B+.. =n) im Momente 
ty geht das jedoch nicht. Es fehlt uns einerseits die Abschitzung der 
anderen Koordinaten und Geschwindigkeiten (der nicht am ŠStosse teil- 
nehmenden Massen), die wir bisher ausniittzen konnten. Andererseits gibt 
es keine »partielle« LAGRANGEsche Formel fiir diesen Fall; sie kann nicht 
nach einzelnen Stossgruppen zerspalten werden wegen des gemeinschaft- 
lichen Potentiala U (entgegen der Meinung von ŽErPr1s, vgl. weiter 
unten). Der Beweis gelingt doch auf indirektem Wege wegen des zwei- 


stufigen Schliessens von Jaf + oo auf Ja\0 iber Jaf0. Dabei zeigt 
uns die Idee der »e-Falle« den Weg: wenn die Massen einer Gruppe (z. B. 
Gruppe A) einander sehr nahe kommen, 0 <ruLZe(1lEfj<k<A<Zn) 
so sind ihre gegenscitigen Anziehungskrafte so stark, dass ihnen gegen- 
ber der Einfluss anderer Massen verschwindet, ungeachtet dessen, ob 
sich die anderen Massen teilweise oder ganz stossen oder nur »haufen«. 


Die Alternative: | Jn—a| IS+ oo bzw. lim|Jn—al E + (Z=n—A) 
gestattet den Schluss: entweder es ist Ja 20, |Jal LO, rik> 0; oder 5 


ist |Jz| L0, IJ| LO und somit wieder [Jal 10, r;—> 0. Dabei gebrauchen 
wir die Monotonie noch nicht, sie ist erst spiter bei der Transformation 
der Veranderlichen wichtig. Hier geniigt das einfache Verschwinden 
von J. 

In der bisherigen Literatur sind mir nur zwei Versuche bekannt, die 
Unmčglichkeit der Pseudozusammenstosse fir n Z 4 und die allgemein- 
ste partielle simultane Kollision zu beweisen: [13] [24]. Die Abhandlung 
[24] von E. FREUNDLICH war mir leider nicht zuganglich, so dass ich 
alles zitiere, was dariiber im Referate steht. Die Abhandlung selbst war 
als »1. Mitteilung« angekiindigt, aber niemals fortgesetzt; sodass wir 
nach alledem mit Recht annehmen k&nnen, dass es dem Verfasser nicht 
gelungen war, das Ziel zu erreichen. Auch v. ŽEIPEL [13] gelang es nicht, 
alle Schwierigkeiten des Pseudozusammenstossproblems zu iberwinden. 
Er zitiert PAmNLEVvE und formuliert das Problem wie angegeben. Hier 
sind seine Bezeichnungen etwas geindert, denn er hat sehr st&rend den 
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Buchstaben V fir das Tragheitsmoment J. Dann hat m i 

(2) (3). Weiter betrachtet er partielle Gruppen mit naod toto 
gen < o, gegenseitig um > e > O entfernt. Dann fiihrt er »infinitesimale« 
Verschiebungen um die partiellen Masenmittelpunkte I (a:, Bi, yi) der 
Gruppe S; cin, und erhalt (angeblich) die Formeln (5) (6) (2). Ji wird als 
polares Tragheitsmoment des Untersystems S; um seinen Massenmittel- 
punkt Ti; cingefiihrt, worauf ein Widerspruch mit J, hergeleitet wird, 
und der Schluss wie angegeben gezogen. — Die Herleitung von (7) scheint 
mir nicht anstandslos zu sein; U, U,,, — $* bergen wesentliche Schwie- 
rigkeiten in sich; N&herungsmethoden (kleine #:) haben hier nichts zu 
tun. Dass sich die Massen im System S; auch wirklich im I; stossen 
ist nirgends bewiesen und doch wesentlich. Im bestem Falle (und auch 
das glaube ich nicht) hat der Verfasser bewiesen, dass die partiellen 
Massenmittelpunkte bestimmten Grenzlagen zustreben. Sein Satz k&nnte 


eventuell einen Stitzpunkt fir eine weitere Beweisfiihrung bild 
dazu die Meinung von WINTNER. tihrung bilden. Vgl. 


Zum Schluss mogen noch zwei Untersuchungen anderer Bicdiune Fr- 


 wahnung finden. Fir die Arbeit [26] von Caazy zitiere ich den Text 


des Referates, da sie mir im Original nicht zuganglich w 

mit anderen Arbeiten desselben Autors kakao: (vgl. in arika 
sich, dass es sich hier um die Unmoglichkeit einer Entfernung der Mas- 
sen des Systems in die Unendlichkeit fiir endliche £ handelt. Vergleichen 
wir dies mit dem Resultat von ZEIPEL, so erhellt, dass aus solchen Un- 
moglichkeiten fur die Pseudozusammenstosse nichts gefolgert werden 
kann. Die Arbeit [37] von SokoLov befasst sich mit analogen Limes- 
Bezichungen im verallgemcinerten Mehrkorperproblem, was der Ver- 
fasser seit Jahren untersucht. Auch diese Arbeit war mir im Original 
nicht zuganglich, so dass ich ihre Resultate nach der Besprechung in 
»Mathematical Reviews« 15 (8) LX, 1954, 748 zitiere. Solche Unter- 
suchungen iibersteigen jedoch den Rahmen dieser Abhandlung. 


rk Zusammenstosse 0< Tik < € sind Singularitdten. Nachdem die 
o BE 0 mebtijae als unmoglich ausgeschieden sind, miissen wir 
Boi eweisen, dass die echten Zusammenstosse nicht nur mogliche, 
i ern auch tatsachliche Singularitaten sind. Das hat schon SUNDMAN 
1117] getan, ich hob das in [41] mehrere Male hervor. In der sonsti- 
aa E oo finden wir diesen Punkt richtig gewiirdigt und bewiesen 
(nd ' ai [39]. Aus der Theorie der linearen gewohnlichen Dif- 
a g €ichungen ist bekannt, dass die Singularititen ihrer Integrale 
EL A n) ana den Singularititen der Gleichungen selbst enthalten 
va had rechten Seiten). Es braucht aber nicht notwendig das umge- 
BELE sein, es gibt namlich hebbare Unstetigkeiten der Differential- 
ungen. Bei unserem Problem ist der Beweis fiir die Unstetigkeit 


€r Integrale i . , 
EPEL un on der Zusammenstosse elementar (wie angegeben), 
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12 Die Grenzrelationen 


1. Bestimmter kinematischer Limes (Stosstangenten). Nun gehen wir 
von der Tatsache aus, dass die Zusammenstosse genau alle singularen 
Stellen der Bewegung im Mehrk&rperproblem darstellen, Wir wollen 
schliesslich zeigen, dass sich die Bewegung nach jedem Zusammenstosse 
in jeglicher Folge fortsetzen, d. h., dass sich das Mehrkčorperproblem 
ohne Ausnahme regularisieren lasse. Eine dauernd konvergente Reihen- 
darstellung werden wir mittels des Parameters u, der Regularisierenden 
gewinnen, sowohl fir die Koordinaten und Entfernungen, als auch fur 
die Zeit t. Mittels dieses Parameters werden allen Werten der Zeit 
—oo<t< + oo bestimmte Werte der Koordinaten oder Entfernungen 
zugeordnet. ' 

Solch eine Darstellung w4re gewiss unmčglich, wenn zur Zeit t kein 
bestimmter kinematischer Limes existierte, d. h. bestimmte Grenzwerte 
der Koordinaten und Geschwindigkeiten; kurz, nicht nur eine bestimmte 
Grenzlage im Konfigurationsraum der Koordinaten, sondern auch eine 
bestimmte Grenzlage im Phasenraum .(kinematischen) mit 6n Dimen- 
sionen. Das bedeutet im besonderen, dass bestimmte Grenzwerte fiir 
xi/r; existieren miissen, also bestimmte Grenzlagen der Stosstangenten. 

Hier erst kommt also die Bemerkung WINTNERS aus [39] S 368 bis, 
Pp. 283 zur Geltung, sowie die Frage der Ausschliessung asymptotischer 
Windungspunkte. Die Darstellung der Beziehungen fiir den Fall n = 3 
leidet jedoch bei WINTNER an bedeutenden Unrichtigkeiten, insbesondere 
in Betreff der richtigen Wiirdigung der Leistungen SUNDMANS. Erstens 
ist die Darstellung der SuNnpMaNschen Originalarbeiten fehlerhaft. Sie 
sind in seinen »Historical Notes & References« (a. a. O.) miteinander 
verwechselt, und zwar ausdricklich; dariiber vgl. schon meine Note in 
[41] p. 46. Weiter ist ihr Inhalt (vgl. [12] [14]) im Einzelnen falsch an- 
gegeben. An sich ware das ein nebensachliches Detail, es wirkt sich 
jedoch in der fehlerhaften Darstellung des Problems aus. So ist bei 
WiNTNER die Herleitung der Regularisierung von binaren Zusammen- 
stossen in umgekehrter Reihenfolge dargestellt; denn er beweist zuerst 
(scheinbar) die Grenzrelation Vr |?|>v2(mi+m2) (Bezeichnungen wie 
in [41] a.a. 0.), dann r X £ >0, was eigentlich die bestimmte Grenzlage 
der Stosstangenten sichert. Also die Bezichungen aus Ziffer 122 vor jenen 
aus 121 hier. In Wirklichkeit geht der Beweis auch bei ihm iiber die 
angefiihrten Stellen in der hier gegebenen notwendigen Reihenfolge. 
Wesentlich unrichtig ist es aber, dass WiNTNER der Darstellung des 
Dreierstosses (a. a. O.) die Untersuchungen von Brock, Cuazy und 
SrzcgL zugrunde legt. Denn a. a. O. habe ich die Unrichtigkeit dieser 
Untersuchungen ausfiihrlich und griindlich dargelegt. Insbesondere, dass 


im Falle des Dreierstosses keine bestimmten Štosstangenten existierten | 


oder wenigstens ihre Existenz unbewiesen sei, was nicht zutrifft. Denn 
gerade die erste Abhandlung von SUNDMAN [12] enthšlt den vollstan- 
digen Beweis dafiir. Zweitens finden die SunpMaNschen Arbeiten bci 
WinTNER keine richtige Wiirdigung (wie auch bei BiRkHOrr a. a. 0.). 
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Ausser den bereits angefiihrten Unrichtigkeiten behauptet er (a. a. DJ 
dass die _wesentliche ŠUNDMANSChe Transformation schon BRunNs 1884 
gehabt hatte, was wiederum nicht zutrifft, wie in 211 des naheren aus- 
gefiihrt wird. 


Der Beweis fiir die bestimmte Grenzlage der Stosstangenten grii 
sich bei SUNDMAN im Falle 1. des Elren M rena. s im Drea 
k&rperproblem (nu =3, A =2), der die einzige partielle Kollision in 
diesem Falle ist, auf den TAuBERschen Abschatzungen, die S. 15 ange- 
fiihrt sind, Das ist auch die scharfste erreichbare Abschitzung in dem 
Problem. Mittels des LAnDAUschen grossen O-Symbols (O (x):x < B 
beschrankt) kann man diese und weitere Abschitzungen und Grenz- 
relationen genau anschreiben. Diese Abschatzung iibertršgt sich ohne 
weiteres, wie auch WINTNER bemerkt (a. a. O.), auf den Fall der biniren 
Zusammenstosse fiir allgemeine n > 4. Aber der wirkliche Beweiskern 
(ratio sufficiens essendi, non cognoscendi, im Sinne von A. Schopen- 
hauer 1813) ist: a) zuerst wird der Erweis erbracht dass die (relative 
doppelte) Flichengeschwindigkeit xy — y& =... =0, d. h. es gibt eine 
bestimmte Grenzrichtung der Stosstangente fir € =#; b) durch 
scharfere quantitative Abschitzung wird ferner bewiesen, dass sogar be- 


.stimmter lim x/r ... lim 7#/J"*...t>t, existiert durch Integration von 


ze : 
d E) = 0(1) wenigstens, d. h. es gibt eine bestimmte Grenzlage 
der Stosstangente. Fiir den Fall A =2)n = 3 ist sogar s z (*) =0() 
+ t\7 : 
Im Falle 2. des terniren Zusammenstosses im Dreikčrperproblem 


(A =n=3) grindet SupmanN den Beweis auf analogen Relatioren 
Nik—rmii—e VR, ji—piša=eVR,.. Ri—nR=eVR (i=1,2,3) 
(a. a. O.) oder genauer: Ru—nR= O(R). Die Transformatićn | 


PARA ergibt dann wiederum die Existenz von lim ri/R =£0, oo. 
ler finden wir also wieder die Tatsachen a) b), welche die Existenz 
M rinter Grenzlagen auch im Falle der ternaren Zusammenstosses im 

reikorperproblem gewihrleisten. Leider wurde das nirgends in der 


Daru vermerkt, auch nicht bei WINTNER. Erst in der Monographie 
] wurde dies Sunpmansche Resultat aus 1907 hervorgehoben. 


Im Falle der partiellen simultanen Kollision mehrerer Korper (n < 4) 


8 aus der Relation(in Jacosi-RAapAuschen Koordinaten) (ći): —1)i £,)? = 
ii mi S.W., welche leicht hergeleitet wird und die Tatsache a) sicher- 
ad e Abschatzung von d(J/0i) hergeleitet werden und zwar mit 
lren (lok i ensunć«, indem schon hier die Eigenschaften der sp4- 
a mal egularisierung dt = J“du = c+R + du ausgeniitzt wer- 
KA <" re man aber anstandslos tun fir ty St —8<£t<t, also 

BI r der Herleitung der Grenzrelationen (Ziffer 122); denn in 211 - 
elt es sich um den Beweis dieser Relationen im Zeitpunkte t = 4. 


63 


bik 


So kann man herleiten, dass die Abschatzung z E | < G gilt. Daraus 
ti] | 

folgt durch Integration unter Anwendung des erweiterten Mittelwert- 

satzes der Integralrechnung wieder die Existenz eines bestimmten Grenz- 

owertes fir R/oa = Jule 0, oo; d. h. die Tatsache b). Somit kann die 


Existenz eines bestimmten kinematischen Limes in jedem Falle in Mehr- 
korperproblem bewiesen werden. Die Scharfe der Abschatzungen aber 
falit hierbei, wie man zum allgemeinsten Falle fortschreitet, was die 
S. 17 angefiihrten Formeln zeigen, die allerdings erst in Ziffer 122 her- 
geleitet werden, hier aber der Kiirze wegen sogleich angewendet wurden. 
Daraus ist ersichtlich, dass bei den Abschatzungen die 4usserste Grenze 
schon erreicht ist. 

2, Quantitative Charakteristiken des Grenziiberganges. Aus dem Bis- 
herigen erhellt, dass das gegebene System von Differentialgleichungen 
in jedem Falle L&sungen aufweist, die iiber den Stossmoment f, binaus 
fortgesetzt werden konnen. Es muss noch bewiesen werden, dass die ana- 
lytische Fortsetzung der Losung von tst—t<0 auf t—t>0 reell 
ausfallt. Dies kann man einsehen auf Grund des CAucHy-PicARDschen 
Satzes iber die Existenz und Unitat der Lčsungen von Differen- 
tialgleichungssystemen, wenn man sich noch des verallgemeinerten 
ScHwARZschen Symmetrieprinzips bedient, wie in -meiner Monographie 
tiber das Dreikorperproblem ausgefiihrt ist (a. a. O.). Der dortige Beweis 
hat jedoch den wesentlichen Schonheitsfehler, dass ich dort eine nicht- 
analytische Zeittransformation gebrauche, die allerdings im erweiterten 
Sinne konform ist, nimlich unter Hinzunahme der Umlegung der Win- 
kel. Dort stort dies nicht, da die gebrauchte Symmetrie um # = & erzielt 
wird (fiir komplexe £). Hier aber beschranke ich mich ausdriicklich: auf 
reelle Zusammenstosse und reelle Bewegung. 

Es eriibrigt also zu beweisen, dass alle Zusammenstćse alrebraische 
Verzweigungstellen geeigneten Charakters sind, konkret dreiblattrig 
(vom Grade 2). Damit wird die Moglichkeit einer reellen analytischen 
Forsetzung sichergestellt, was auch aus Kapitel 2 klar hervorgehen wird. 

Vorerst ist die, schon von SUNDMAN 1907 bewiesene Tatsache (vgl. auch 
iber WEIERSTRASS a. a. O.) hervorzuheben, dass die allgemeine Kolli- 
sion im Mehrkorperproblem nur dann moglich ist, wenn das gesamte 
Impulsmoment € = (€,, €, €) =0 ist. Es ist bekannt, dass dann keine 
bestimmte invariable Ebene existiert. Fir n = 3 lieferte SUNDMAN den 
Beweis [12] [17]; am Ende der erstgenannten Arbeit hebt er hervor, 
“dass das Resultat unmittelbar auf allgemeine n & 4 ibertragen werden 
kann. Dies hat wiederum als erster explizite H. G. BLocx bewiesen [15]. 
Spiter wurde der Satz mehrmals hergeleitet; ich nenne nur SokoLov 
[29] [31] und FLECKENSTEIN [40]. : 

In der Monographie [41] sind mehrere Arbeiten des ukrainischen 
Mathematikers Ju. SokoLov angefiihrt und kurz dargestellt, die auch 
die hier behandelten Fragen betreffen (vgl. a. a. O.). Die Arbeit [29] ist 
in der Dissertation des Verfassers (lit. zit. [85] in [41]) enthalten, 
dariiber noch in 213. Die angefiihrten Worte SokoLovs am Anfang von 
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[29] beruhen auf einem Irrtum, denn SUNDMAN gebraucht bei seinem 
Beweise in [12] gewohnliche relative Koordinaten und nicht die Glei- 
chungen von LAGRANGE (vgl. a. O.). In [17] bedient er sich der JacoBr- 
schen Koordinaten, die sich wiederum auf 2 2 4 verallgemeinern lassen 
(RADAU); seine grundlegenden Formeln sind die LAGRANGEsche und 
ŠUNDMANSChe Formel. Das Lemma »Ist lim J =0,t>t,,so lim JV = 0« 
wird bei SokoLov in gewisser Analogie mit SUNDMAN hergeleitet, geht 
aber nicht iber LEvr-CiviTa (August 1917) hinaus, wie die angefiihrten 
Formeln beider zeigen. Fiir_ die folgenden Abschatzungen ŠokoLovs 
bemerkt der Referent (a. a. O.), dass sie fehlerhaft sind, weil die ein- 
zelnen Flachengeschwindigkeiten = 0 herauskommen. In der spiteren 
Abhandlung [31] schliesst SokoLov allgemeiner wie angegeben, wih- 
rend ihm fur allgemeinere Zentralkrafte die Folgerung sich ergibt, dass 
dort der genannte Satz nicht mehr besteht. 

Bei J. O. FLECKENSTEIN [40] ist es interessant, dass er sich der vekto- 
riellen Gleichungen von M. MiranKović bedient, die zusammen mit eini- 
gen weiteren vektoriellen Formeln angefiihrt sind. Von Miranković 
stammen auch die vektorielle Herleitung der LAGRANGEschen Lčsungen 
(1911) und zwei Lehrbiicher der Himmelsmechanik in vektorieller Dar- 
stellung (1935, 1947). Um so sonderbarer erscheint die angefiihrte Be- 
hauptung E. Kr1ERs, die sein Referent unbeachtet 1st. 

Die quantitativen Charakteristiken des Grenziiberganges, und das sind 
die Grenzrelationen, lauten nun in zeitgemisser Schreibweise wie an- 
Begeben (vgl. a. a. O.). Die Grenzrelationen unter c) werden, wie gesagt, 
in meiner nachsten Arbeit ausfiihrlich hergeleitet. 

Die SunpMANsche Beweismethode gliedert sich naturgemass in die 
hier gegebene schrittweise_ Konstruktion der allgemeinen Lčsung ein. 
Die Anwendung der LAGRANGEschen (EuLERschen) Identitat ergibt in 
den Fallen a) b) c) die Relationen aus der vorhergehenden Ziffer mit 
Riicksicht auf die (beiderseitige) Beschranktheit der angefiihrten Ver- 
hiltnisse, obgleich sie noch unendlich oszillieren k&nnten. Durch Ab- 
schatzung der Verhaltnisse (ihrer Differentiale) wird auch diese MGg- 
lichkeit ausgeschlossen. Nun kann man: die Grenzwerte a) lim 7, 

4 


b) lim RR, c) lim J'£+ 0: oder lim VJa : oi herleiten. Durch Integration, die 
hier berechtigt ist, gewinnt man die zweite Gruppe der angegebenen 
ormeln, : 
In der grossen Abhandlung von SUNDMAN [17] waren in extenso die 
Ormeln und Beweise nur fiir den bin&ren Zusammenstoss wiederge- 
kin (d. h. der zweite Teil von [12] und die ganze Arbeit [14]); so 
a die Resultate von SUNDMAN fur den Fall b) fast vollstindig un- 
: annt. Das Lehrbuch [39], das gerade diesen Fragekomplex darlegt 
h i O.) kennt sie nicht einmal. Die einzige Ausnahme bildet teilweise 
AN (vgl. a. a. O.). Dag ist nicht nur auf die Unkenntnis der 
E. 4te DUNDMANS aus dem ersten Teil von [12] zuriickzufiihren, son- 
E auch auf die scheinbaren Resultate einer ganzen Reihe von For- 
€rn, die sich derselben Methode bedienten, die hier nicht am Platze 
Š RAD su ' 
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ist. Davon war ausfiihrlich die Rede a. a. O. Ausserdem kann man nach 
alledem schliessen, dass sehr wahrscheinlich SUNDMAN selbst den Dreier- 
stoss fir eine »schwere« Singularitit annahm. Man vergleiche die 
letzten Zeilen in [12], insbesondere die verschiedene Formulierung der 
angemeldeten kiinftigen Resultate fir den Zweier- und Dreierstoss. Er 
hat auch diese Ergebnisse nicht mehr publiziert, nachdem die Arbeiten 
von BLocx (a. a. O.) erschienen waren. Endlich hat er diese Resultate 
fur den Dreierstoss nićht in der Abhandlung [17] wiedergegeben, er 
zitiert dort nur sein Hauptergebnis in Betreff der Grenzfiguren., 


3. Bestimmte Grenzkonfigurationen. Schon jetzt k&nnten wir die lokale 
Regularisierung einfiihren und beweisen. Wir werden jedoch spater 
(222) Beziehungen benčtigen, die mit der Frage der Grenzkonfigura- 
tionen eng zusammenhingen. Darunter verstehen wir Konfigurationen, 
denen jede Gruppe von A Massen zustrebt im Falle ihrer partiellen Kol- 
lision (1 KA <n). Methodisch und logisch gliedern sich die Beweise 
fir diese Beziehungen hier ein. Aber nicht nur das (vgl. die zitierten 
Stellen bei WINTNER,.a. a, O.). Der Satz iiber die Grenzfiguren enthšlt, 
meiner Ansicht nach; den tiefsten Grund (ratio sufficiens essendi) und 
die ausgiebigste Quelle intuitiven Erfassens des Wesens unseres gan- 
zen Problems: a) im Momente des Stosses von A Massen (jeder Art) stre- 
ben diese einer bestimmten Zentralkonfiguration als Grenzkonfigura- 
tion zu; b) also einer solchen, in der sich jede der Massen nach den Ge- 
setzen des Zweik&rperproblems um den gemeinschaftlichen (partiellen) 
Massenmittelpunkt bewegt; c) im Falle eines beliebigen Zusammenstos- 
ses mehrerer (A) Kčrper reduziert sich somit das Problem auf das Zwei- 
kčrperproblem; d) daraus folgen alle Eigenschaften und Beziehungen, 
die zusammen die L&sung des Mehrk&rperproblems darstellen, weil Ana- 
loges im Zweikčrperproblem gilt. Dieses Prinzip der Zuriickfiihrung des 
Zusammenstossproblems im Mehrkčrperproblem auf das Zweikorper- 
problem habe ich eingefiihrt und vielseitig beleuchtet fiir n — 3 in der 
Monographie [41] (a..a. 0.). ek ' i : 

Bei der.nun folgenden historisch-kritischen Darstellung der Ent- 
wicklung unserer Kenntnisse iiber die Zentralkonfigurationen und ihrer 
Rolle als Grenzfiguren lassen wir alle Untersuchungen beiscite, die sich 
auf Spezialfalle irgendwelcher Art beziehen, z..B. spezielle Massen (vgl. 
die angefiihrten Arbeiten von BiLIMOVIČ). 


Zunichst die Arbeit von 'W. VELTMANN [2]. Er betrachtet vorerst 
kollineare Losungen, also solche, bei welchen alle x Massen mi(i = 1 de) 
zu jeder Zeit auf einer instantanen (momentanen) Geraden liegen; diese 
Gerade ist im allgemeinen nicht im Raume fest. Er setzt voraus, dass sich 
alle Massen in homothetischen Ellipsen. um cinen beliebigen Punkt F 
als gemeinsamen Brennpunkt auf dieser Geraden bewegen. Die Gerade 
drehe sich um F mit verinderlicher Winkelgeschwindigkeit 9. Wegen 
der vorausgesetzen. Bahnen sind die Anziehungskrafte zwischen- den 
Massen NEwroNsche Gravitationskrifte und die Bewegung erfolgt nach 
den KEprgRschen Gesetzen mit derselben exzentrischen Anomalie und 
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derselben (numerischen) Exzentrizitat. Die Konfiguration ist ei - 
graphische, d. h. sie ist sich selbst dauernd dhnlich. Der Vesfassev ke 
kommt jedoch beim Ansatz der Bedingungen fiir die Beschleunigungen 
fehlerhafte Vorzeichen bei gewissen Termen, und so folgert er schliess- 
lich, solch eine Bewegung sei fir ungerade x» unmoglich (unrichtig schon 
fir 2 = 3). Fiir die ebene Bewegung gewinnt er weiter das Resultat, die 
Resultierende aller Krafte auf eine Masse misse durch F gehen, be- 
rechnet aber nur den Fall x =3, wihrend er fiir den allgemeinen Fall 
nur eine Bemerkung (S. 24) macht. Schliesslićh geht er zur beliebigen 
Anzahl von Massen (m) iiber in allgemeiner Lage (ausser auf einer Če- 
raden), die sich um F mit derselben (verinderlichen) Winkelgeschwin- 


- digkeit homographisch bewegen, und mit derselben Bedingung fiir die 


Resultierende Kraft F;. Hier folgert er, dass das gesamte Drehmo- 
ment = 0 sein muss. Durch einen ahnlichen Ansatz wie im ersten Falle 


. folgert er aber wieder, .solch eine Konfiguration sei fir gerade n un- 


moglich (uhrichtig schon fiir » = 4 bei der tetraedrischen Konfiguration 
vgl. a. a. O.). Die Konfigurationen selber erčrtert er nicht, | ; 
R. Horrz [3] geht von der geradlinigen Bewegung in der Konfigu- 
ration des gleichseitigen Dreiecks aus und kommit zum Schluss, dass die 
Konfiguration der Massenpunkte in den Ecken eines regelmissigen Viel- 
ecks oder Vielflachs (wobei im Mittelpunkt = Baryzentrum noch eine 
beliebige Masse sitzen kann, vgl.-a. a. O.) nur fir gleiche Massen 
moglich ist; obgleich dies im besonderen fiir n = 4 und das Tetraeder 
Cine tiberflissige Einschrankung bedeutet. Dann: leitet er das Energie- 
integral in diesen Fallen her. Den Grund fiir die gefunđene Tatsache 
Sehen wir heute in dem Umstande, dass die genannten Konfigurationen 
nicht mehr Aquidistante Figuren sind, ri s& ru: wegen des Bestehens von 
Diagonalen; ausgenommen ist hier wieder das gleichseitige Dreieck, 
bzw. das Tetraeder (vgl. a. 0.). : i 
In seinem bedeutenden und eigenartigen Lehrbuche bewies O. Dzrosrk 
[5] den Satz »wenn im Dreikorperproblem das gesamte Drehmoment 
Verschwindet € = 0, so ist die Bewegung eben« (d. h. sie erfolgt dauernd 
in einer Ebene mit fester Lage im Raume; vgl. a. a. O.). Dieser Satz 
tragt jetzt seinen Namen, Sein Beweis ist zu kompliziert, denn er kniipft 
a eine Stelle der expliziten Herleitung der LAGRANGEschen Reduktion 
e Dreikčrperproblems auf die 7. Ordnung in der verbesserten Darstel- 


lung von O. Hrssg. Ich habe a. a. O. die kurze und einfache Beweis- 


BE Tung von SUNDMAN dargestellt [12] [17]. Es sei jedoch vermerkt, 
ass dies eine Ausnahme fir alle » & 2 bedeutet. Fiir n = 2 ist die Be- 
ko ong an sich eben. Fiir n > 4 bedeutet c =0 dagegen nur, dass es. 
e bestimmte invariable Ebene gibt, die Bewegung kann jedoch r4um- 
Bici, Z. B. die Bewegung langs der Mittellinien des Tetraeders zum 
a am Der tiefere Grund fiir diese Verhaltnisse liegt darin, dass bei 
rd ola koplanare Bewegung realisiert ist, bei welcher in 
mi ugenblicke eine instantane (momentane) Bewegungsebene exi- 
KI. ie alle Massen enthalt, aber nicht notwendig im Raume fest ist 

ache« Bewegung nach WINTNER, a. a. O.); denn drei Punkte bestim- 
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men immer genau eine Ebene, ausser wenn sie kolinear liegen. Und 
allgemein gilt der Satz: »Eine Bewegung ohne invariable Ebene (c = 0) 
ist eben, sobald sie koplanar ist« (a. a. O.). Uber die Beziehung dieser 
Verhaltnisse zu den Zusammenstossen etwas spater. 

Genauere Ergebnisse als seine Vorganger erzielte R. LEHMAN-FILHES 
[7]. Zuerst stellt auch er fest, dass bei den Zentralkonfigurationen fiir 
n = 3 die Resultierende der anziehenden Krafte auf jede Masse dauernd 
durch den Massenmittelpunkt geht (also genauer als VELTMANN); vgl. den 
Satz von Mianković mit der Umkehrung dieses Satzes (a. a. O.). Dann 
verallgemeinert er die ebenen Zentralkonfigurationen bei n = 3 auf die 
rašumliche Konfiguration des Tetraeders bei x = 4 und die kollinearen 
Konfigurationen fir jedes m. Im tetraedrischen Falle miissen die Ge- 
schwindigkeiten gleiche Winkel mit den Mittellinien einschliessen, ana- 
log wie im ebenen Falle bei n =3. Hier ergibt das jedoch die Un- 
moglichkeit einer allgemeinen Verschiebung und es bleibt als einzige 
Moglichkeit die geradlinige Bewegung langs der Mittellinien. Dieser 
bedeutsame Umstand spielte eine ziemliche Rolle im Mehrkorperpro- 
blem, insbesondere im Dreikčrperproblem, mit Ricksicht darauf, dass 
die Zentralkonfigurationen zugleich Grenzfiguren bei Zusammenstossen 
jeder Art sind. Das veranlasste mehrere Forscher anzunehmen, eine 
mehrfache Kollision sei nur bei geradliniger Bewegung moglich, insbe- 
sondere die allgemeine Kollision. Dariiber vgl. a. a. O.; dies ist jedoch 
im allgemeinen erst bei n 2 4 richtig, nicht bei » = 3. 

Nun gelangen wir zu zwei Abhandlungen, die das Problem der Zen- 
tralkonfigurationen in derjenigen Vollstandigkeit losen, die wir heute 
kennen; also ohne die Aufzihlung aller moglichen Konfigurationen fir 
n gegebene Massen mi (i =1...n); vgl. a. a. 0. in 122. Die erste Ab- 
handlung stammt von DzroBEk [10], in der er die grundlegenden Rela- 
tionen des Problems aufstellt und eine sehr tiefe intuitive Interpretation, 
von unserem heutigen Standpunkte aus, cinfihrt. DZIOBEK leitet prinzi- 


piell die Eigenschaften von Zentralkonfigurationen, als besonderer extre- 


malen Konfigurationen, her durch parallele Betrachtung der dynami- 
schen FEigenschaften zweier Probleme der n Korper: a) NEwTONs Pro- 
1 


4 + m . 

blem mit den Kraften Tja bzw. Potential V = k? žmi Me/Tix €iner- 

i< š 

seits, und b) das »elastische« Problem mit den Kraften “> rjx, bzw. Po- 
1.1 

tential W = — 5 hk? 2 mj ma“ rjx andererseits. Das Wesentliche dabei ist, 


<k 

dass dieses zweite Potential nichts anderes ist als das polare Trdgheits- 
moment oder die LAaGRANGEsche Funktion J = W. Ihre tiefe Verflech- 
tung zčigt nicht nur die LAGRANGEsche Formel, sondern auch der 
BERIRANDSChe Satz: »Die (relative) Bewegung einer Masse um cine 
andere in Ellipsen (allgemeiner: in einer geschlossenen Bahn) ist nur 
auf Grund zweier Kraftgesetze moglich: f = cr oder f=c.r-. Der 
erste Fall kann nur dann eintreten, wenn die eine Masse sich im Zentrum 
der Ellipse befindet«. Darin sehe ich die tiefste dynamische »ratio suf- 
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ficiens essendi« fir die fundamentale Rolle der LAGRANGEschen Glei- 
chung und Funktion bei der Konstruktion der Lčsung des allgemeinen 
Mehrkorperproblems. — DziosEk erhalt schnell, dass beim: Potential _W 
im raumlichen Falle nur die geradlinige Bewegung moglich. ist (mit der 
Homothetiebedingung, vgl. a.-a. O.), wahrend die ebene Bewegung in 
ahnlichen Bahnkurven mčglich ist. Die Verkniipfung der Potentiale V 
und W ergibt fiir die Resultierende auf die 1-te Masse m:-den Ausdruck 
P, Ee.n, der uns auch heute fur die Definition der Zentralkonfigu- 
rationen dient: Pi= —omini; diese Resultierenden gehen durch den 
Massenmittelpunkt G, wahrend die. Geschwindigkeiten gleiche Winkel 
mit den Leitstrahlen bilden. Die MGglichkeit von Zentralkonfigurationen 
folgert der Verfasser (nicht vollstandig streng) aus den S, 26 angege- 
benen Bedingungen und dem Satz iiber homogene Funktionen. Er be- 
merkt ferner, LEHMAN-FiLufs habe den Fall der geradlinigen Bewegung 
erledigt, nicht jedoch der ebenen Figuren; solcher miisse es auch andere 


als seine evidente geben (vgl. Zitat). Firn>>3 und ebene Bewegung 


miissen zwischen (5) gegenseitigen Entfernungen 7x notwendig noch 
3 SJA ' 
i= DI (n — 2) (n — 3) Bedingungen bestehen: Fi=0(i=1...p) (vgl. 


.: Das ' 
a. a. O.; kolinearer Fall: p = 2 (% — 1) (2 — 2); der Fall von DzrosEk 
auch allgemeiner fiir die nur koplanare Bewegung; r4umliche nichtko- 
1 
planare Bewegung hat p aj (% — 3) (n— 4)). Nun werden (2) Unbe- 


kannte 7;x gesucht, so dass V = Extrem mit den Nebenbedinsungen 
4 — Grund F; = 0 wird. Die Methode der LANGRANGEschen Multiplika- 
oren, die wir hier auch heute gebrauchen, ergibt die angegebenen For- 
bea. Die Anzahl aller Gleichungen ist gleich der Anzahl aller Unbe- 
annten 7;x, 4;, k?. Im allgemeinen ist also zu erwarten, dass es zu den 
gegebenen 2 Massen mi eine endliche Anzahl ebener Zentralkonfigura- 
tionen geben wird. Wie aber schon PizzrrTI in der folgenden Arbeit 


richtig bemerkt, ist es keineswegs a priori evident, dass die Methode von 


mova immer auf Resultate fiihrt und alle mčglichen Falle wirklich 
i t. DzroBex selber sagt dies ausdriicklich (vgl. Zitat S. 27). Zum 
Chluss erčrtert der Verfasser eingehend den Fall » = 4 und findet 

drei zum ersten Male die nichttriviale Konfiguration eines ebenen Vier- 
zad im a zusatzlichen Bedingung (vgl. a.a. 0.), die speziell auch 
Bo Ju Mito 2 ist jedoch nur notwendig, nicht 

, as Quadra i l u 

"sa die Massen einander gleich "& dioni at: no 
le zweite Abhandlung stammt von PAoLo PizzErri [11]. Hier fihrt 

ME eo osin Male den Begriff »omografico« ein, Walter Ka: er 
aber a ia n Korper mit dem Newronschen Potential, bemerkt 
su ie. eziehungen allgemeiner bei V s r“, a ganze Zahl gelten 
51. aa. 0. in Ziffer 112 bei Ju. SokoLov). Die Resultate sind somit 
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nicht fiir das NEwTonsche Problem eigćntiimlich. Er gewinnt aufs neue 
das Resultat von LEHMAN-FiLHfs und DzioBEk fir n = 4 und beweist 
(unter Voraussetzung der Homographie mittels der EursRschen Glei- 
chungen fir raumliche Systembewegung), dass im allgemeinen die 
ršumliche Bewegung in Zentralkonfigurationen nur-bei Homothetie im 
engeren Sinne, d. h. geradliniger Bewegung moglich ist (»homothetische 
Dilatation«; »starre Rotation« unmčglich). Er figt noch weitere Fin- 
zelheiten hinzu: z. B. beim Oktaeder braučhen (n = 6) nur die gegen- 
seitigen Massen gleich zu sein; beim Hexaeder (n = 8) alle, u. s. w. Hier 
gibt er eine beinahe vollstandige Diskussion aller moglichen Falle, ein- 
schliesslich der kolinearen. Eine mehr zeitgemisse Form seiner Beweise 
gibt das Lehrbuch [39], obgleich auch hierbei Versehen begegnen (z. B. 
a. a. O., wo (I) augenscheinlich unrichtig ist, so fir n = 3; auch weiter 
a. a. O., wo fir die homographischen Losungen gesagt ist, c = 0 sei not- 
wendig und hinreichend fir eine allgemeine Kollision). 

Hierher gehčren auch die Abhandlungen [28] [30] [38], die jedoch 
nichts Neues bringen. In [28] hatte MunTzZ die Anwendung auf die (nun 
veraltete) Atomtheorie im Auge, kennt jedoch nicht die Literatur uber 
das Problem. Upo WEGNER untersucht in [30] die Bedingungen fiir die 
allgemeinen Zentralkonfigurationen bei n & 4 anknipfend an N. DE- 
LAUNAY (a. a. O.). In [38] endlich fiihrt D. MirnajLović die Rechnungen 
von Brock aus [15] durch, explizite und teilweise vektoriell fir den 
Fall des Tetraeders bei n = 4. 

Dass die Zentralkonfigurationen gerade die Grenzfiguren bei jegli- 
chem Zusammenstosse sind, findet zum ersten Male K. F. SUNDMAN. 
Seine Bedeutung habe ich schon am Anfang dieser Ziffer gesagt. Den 
Beweis fiihrte SUNDMAN eigentlich fiir alle Zusammenstosse (reelle).im 
Zwei- und Dreikčrperproblem durch (n = 2, n = 3). Die zitierte Be- 
merkung WINTNERs ist offenbar falsch und hingt mit der oben ange- 
fiihrten zusammen. Die cinzige reelle Zusammenstosskonfiguration beim 
Zweikčrperproblem ist die geradlinige Konfiguration und: Bewe- 
gung (vgl. a. a. O. und oben beim Reduktionsprinzip). SUNDMAN zeigte 
[14] [17] weiter, dass beim bin4ren Zusammenstosse dreier Kčrper 
(A =2,n = 3) sich die Stosskonfiguration asymptotisch der geradlinigen 
Konfiguration des Zweikčrperproblems nčhert (wegen A = 2). Der Fall 
der Grenzfiguren beim Dreierstoss im Dreikčrperproblem ist bei ihm der 
erste Fall, wo sich ein solcher Satz findet [12] (vgl. a. a. O.). Auf Grund 
der Grenzrelationen untersucht SUNDMAN das Verhalten des Kčrper- 
dreiecks und leitet die fundamentale Alternative her: a) entweder ist 
lim ri = lim 7; = lim rx; oder ist b) lim 7; = lim (ri + 7x), J > 0. Im ersten 
Falle ist die Grenzfigur das gleichseitige Dreieck und die K&rper kommen 
lings seiner Mittellinien in Massenmittelpunkt zum Stosse; im zweiten 
gibt es eine Integrationskonstante weniger und die Kočrper stossen 
einander lings einer Geraden bestimmter Richtung durch den Massen- 
mittelpunkt unter der Bedingung E; (z) =0, z = rp :1i (LAGRANGEsChe 
oder EurERsche Gleichung 5. Grades linear in den Massen). Beide 


70 


.— ———————> - 


Grenzfiguren sind fiir beliebige Massen mi (/=1,2,3) maglich (hier 
ist p = 0). Ich hebe besonders hervor, dass SUNDMAN bei seinem Be- 
weise, wenngleich unbewusst, doch wesentlich die Relationen gebraucht, 
die bestimmte Stosstangenten und Grenzrelationen ergeben. Diesen Satz 
reproduzierte SUNDMAN in [17] nur mit Worten. So blieb die konkrete 
Durchfiihrungsform seiner Beweise unbekannt. Der Grund fir diese 
sonderbare Stellung liegt in dem Glauben, die allgemeine Kollision sei 


cine »schwere« singulare Stelle, woriber mehr in 212, 213. 


Nach SuNpMAN behandelt eine Reihe von Arbeiten den Fall der all- 


b  gemeinen Kollision fir x Massen, teilweise duch den Fall des Zusam- 
> menstosses von A Massen (2<A<n). Aber nur die Arbeiten [18] 


: [22] [27] von Cuazr iibersteigen den Rahmen der SUNDMANSschen 
Ergebnisse. Allerdings, es gibt noch einen vereinzelten Versuch von 


M. JasLonski [21]. Leider war mir diese Note nicht im Original zugang- 
= lich, so dass ich das Referat zitiere (vgl. S. 29). Zwei Umstinde kann 


manaus diesem Referate erkennen: a) der Verfasser hat zum ersten Male 
= klar den Fall der allgemeinen partiellen simultanen Kollision erkannt 
und definiert; b) seine Beweismethode ist im Grunde genommen dieje- 
nige von DZIOBEK. Ob er ihr eine grossere Beweiskraft zu geben ver- 
= mochte, bleibt unbekannt. Es ist jedenfalls zu beklagen, dass diese 
 Untersuchungen nicht fortgesetzt wurden. 


In der Arbeit [18] geht CuAzy vom partikularen Integrale des n- 


= Kčrperproblems der angegebenen Form aus und sucht ihnen »benach- 
š barte« Trajektorien mittels Potenzreihen P,(#/')—>0,—>oo (ohne den 


O-ten und 1-ten Glied). Uber die Methode der partikularen Integrale 
habe ich mich zur Genige gečussert a. a. O. Dabei ist notwendig h = 0 


= und die Bewegung geradlinig, so dass der Satz hier eigentlich trivial 
PA wird (vgl. Zitat aus CHazy). In [22] gibt der Verfasser cine vollstan- 
Ve. dige Diskussion der Grenzfiguren und die grundlegenden Formeln, sehr 
x 
“— 


&hnlich dem Vorgehen von DzroBEk. Dabei bedient er sich einer trans- 
zendenten Transformation (vgl. die angefihrten Formeln (10) — (14) 
und weiter a. a. O.), die mit Bezug auf den Charakter der Zusammen- 
slosse als beweglicher_singulćirer Štellen grosse Schwierigkeiten in das 
Problem bringt, wenn man auf Grund ihrer qualitative Schliisse zichen 
Will. Dariiber ausfiihrlicher in [41]. — In der Arbeit [27] wiederholt 


= Crazy kurz die vorhergehenden Resultate (a. a. O.) innerhalb seiner 


asymptotischen Untersuchungen des Problems fir t>> +00, wo die 
angewandte Methode nicht stort, da es sich um eine wesentliche feste 


= singulćre Stelle handelt. 


In der nichsten Abhandlung werde ich explizite zeigen, dass dieser 
Satz auch fiir irgendeine partielle simultane Kollision gilt. Das ist jedoch 
intuitiv fast evident: wenn dieser Satz fiir A Massen gilt, die allein sind, 
Wenn also bei ihrem Zusammenstosse die Grenzfiguren die Zentralkon- 

'Surationen von A Massen sind — so gilt dieser Satz auch bei Anwe- 
Senheit weiterer » — A Massen in endlicher Entfernung ohne Riicksicht 


= darauf, was mit diesen weiteren Massen geschieht. 
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2. KONSTRUKTION DER LOSUNGEN 
. 21 Lokale Regularisierung oder Uniformisierung 


1. Existenz der lokalen Regularisierung. Der beste Weg um einzu- 
sehen, dass die bisherigen Entwicklungen die Existenz der L6sungen des 
allgemcinen Mehrkč6rperproblems sicherstellen, ist die direkte Berech- 
nung und Konstruktion solcher Lčsungen. Zu dem Zwecke muss jeder 
Zusammenstoss, als isolierte singulšire Štelle, regularisiert werden. W&h- 
rend PAINLEVE in dem Lehrbuche [8] noch Bedingungen suchte, auf 
welche Weise man den Zusammenst&ssen am besten entgehen konnte, 
hat er schon im Artikel [9] auf die Moglichkeit der Entfernung von 
Singularititen algebraischer Differentialgleichungen hingewiesen; und 
zwar dann, wenn sie-beweglich und von einer endlichen Anzahl Blatter 
sind (a. a. O.). In [41] habe ich die Entwicklung des Problems bis auf 
SUNDMAN ausfiihrlich dargelegt (a. a. 0.).* 

Den neuen Standpunkt SunpmMans habe ich in [41] (a. a. O.) mit den 
angefiihrten Worten geniigend charakterisiert. Ich habe dort auf den 
Umstand hingewiesen, dass der Sinn einer jeden Regularisierung darin 
bestehe, wenigstens eine gecignete Transformation der Zeit zu finden, 
die die bewegliche algebraische Singularitat des Zusammenstosses in die 


Unendlichkeit wirft; damit wird die Mehrdeutigkeit der (dreiblattrigen) . 


Verzweigungsstelle des Zusammenstosses uniformisiert. Uber die Idee 
und die Methoden der Uniformisierung habe ich mich austiihrlich geaus- 
sert in [41] (a. a. O.), so dass ich hier darauf nicht weiter zurickkomme. 


Wesentlich ist dabei, dass SUNDMAN in [14], erweitert in [17], aus- 
fiihrlich gezeigt hat, dass jeder einzelne binare Zusammenstoss der Mas- 
sen m,, M, mit der Entfernung 7,» = 7 regularisiert werden kann und 
zwar mittels der Transformation der unabhangigen Ver&nderlichen (der 
Zeit) t auf eine neue unabhangige Veranderliche u, die Pseudozeit (Aus- 
druck von THIELE, vgl. a. a. O.), der Form dt = r + du. Der Hinweis von 
WiNTNER (a. a. O.) auf BRuNs ist nicht begriindet. Das ergibt sich da- 
raus, wenn man die Worte von BRUNS vergleicht. Es leuchtet ein, dass 
BRUNS nur das Versehen von BoHLIN vorwegnimmt (vgl. a. a. O.), denn 
die angefiihrten Substitutionen sind rein formal, sie sind keine voll- 
stindigen Differentiale; die Analogie mit dem Zweikorperproblem 
andererseits war schon lingst bekannt. — SUNDMAN fundiert seinen Be- 
weis darauf, dass die angegebene Transformation ein regulares Diffe- 


* Bei dieser Gelegenheit mčchte ich meine Darstellung der Arbeiten von Ju. So- 
KOLOV a. a. O. in Betreff der »charakteristischen Relationen« vollstandiger gestalten, 
und zwar fir den angegebenen Fall allgemeinerer Zentralkrafte. Es zeigt sich bei 
niherer Betrachtung der Vorlesungen iiber Dynamik von C. G. J. JacoBi, dass er 
schon den Fall beliebiger Potenzen der Entfernungen erledigt hat (augenscheinlich 
ohne die Arbeit von LANGRANGE aus d. J. 1772 zu kennen); das zeigen klar scine 
angefiihrten Formeln (2) bis (4), so dass bei SoxoLov, der diese Stelle von JACOBI 
nicht ausdrucklich zitiert, nur der noch allgemeinere Fall ganz beliebiger Zentral- 


kraifte f (r), wo in der Formel der Ausdruck # (r) vorkommt, wirklich neu ist. 
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rentialgleichungssystem ergibt; das keine Singularititen mehr enthalt. 
Das beweist er auf Grund: a) der_ Monotonie der Transforination 
dildu = r (gleichsinnige); b) weil die Grenzrelationen die Regularitat 
des transformierten Gleichungssystems auch im Momente des Zusam- 
menstosses ergeben, ohne Ricksicht auf den besonderen 
Gharakter des Gliedes 0(#). Dies transformierte System hat 
SUNDMAN auch wirklich berechnet [14] [17] (vgl. a. a. O.). Im Falle des 
Dreierstosses gelten jedoch die: gleichen Beziehurnigen, wenn man die 
Transformation dt = R + du = J"“du einfihrt, was ich zuerst in [41] tat; 


dann kann der Beweis._ wie angegeben kurz skizziert werden (vgl. 


aa. 0.) Das transformierte System ist somit auch beim tern&ren.Zu- 
sammenstoss im: Dreikčrperproblem regulir. Vollstindig analog kann 
jedoch auch der Beweis fir beliebige A(2< A <n) gefiihrt werden 
da dann die. gleichen Grenzrelationen' gelten, wenn. man sich nur der 
Transformation dt = Jf du bedient. Und ćin regulires System von Dif- 
ferentialgleichungen hat nach dem Satze von CaucHy-PiIcARD in einem 
endlichen Intervall eine und nur eine regulare Losung, deren Reihen- 
darstellung sich nur mittels Eliminationen und Differentiationen be- 


i, rechnen lasst. Somit k&nnen alle Arten von Zusammenstossen genau 
mittels der angegebenen Transformationen in der Umgebung jedes cin- 


zelnen Stosses regularisiert werden. 


2. Lokale Uniformisierung der Bewegung. Nun sind wir zu dem 
springenden Punkt der gesamten Beweisfiihrung gelangt. Die in der vor- 
hergehenden Ziffer cingefiihrte Regularisierende u ist eine lokale Uni- 
Jormisierende, Somit hat das transformierte System: von Differential- 
gleichungen als Lčsung dauernd konvergente Potenzreihen x: = x: (u) = 
E (u)... Tik = Tin (u) = Po(u; t=T(u)=P,(u) in einer endli- 
: . Umgebung von %. Die Verschwindungsgrade einzelner Reihen 
a gen unmittelbar aus den Grenzbedingungen. Diesen Umstand Ileitete 
. ml in [14] [17] fir den Fall des binaren Zusammenstosses im Drei- 

orperproblem durch direkte Berechnung her (vgl. a. a. O.). Es leuchtet 
auch sofort ein, dass die Weglassung des Gliedes o (i) (vgl.a.a. O.) 
unzulassig ist; die Resultate gelten jedoch ohne Riick- 
Sicht auf die besondere Struktur von o(t'). 


Mae rdtische Fortsetzung der. Bewegung. Ich habe schon mehrmals 
A Ma. rriseben Momente bei der Einfiihrung der Idee der analy- 
: a ortsetzung der Bewegung hingewiesen (vgl. a. a. O.). Diese Idee 

A »kinematischen Fortsetzung« kann wie: folgt beschrieben werden: 
gia: Baez išlerte oder uniformisierte Zusammenstossproblem gibt die 
b) pra e der Bewegung in Form konvergenter Potenzreihen nach u; 
lese stellen beiderseits des Stossmomentes (Pseudomomentes) die 


&oordinaten und Geschwindigkeiten dar und diese Grgssen vor und nach 


a Stosse sind analytische Fortsetzungen voneinander (und reell); c) 
m. unabhangig von derbesonderenanalytischen 
m tur des Zusatzgliedes 0(£%) in den Grenzrela- 

onen, auf denen alles fusst. — Die Nichtbeachtung dieser Umstinde 
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verfiihrte und verfiihrt noch immer eine ganze Reihe von Forschern auf 
diesem Gebiete zu Fehlschliissen, die ihnen das tiefere Eindringen in das 
Problem versperren. Das habe ich fir n =3 in [41] gezeigt und hier 
erweitere ich die Betrachtungen auf n 2 4. ' 

Zuerst soll dass sogenannte JacoBische Paradoxon erčrtert werden. 
(Vgl. Zitat S. 35/36) Das Paradoxon ist in den unterstrichenen Satzen 
enthalten. Seine Nachfolger und Schiiler erkannten bald diese _Be- 
hauptung als ein Versehen in dem sonst ausgezeichneten Lehrbuche 
Jacosis. Die Wurzel des Fehlschlusses liegt in der fehlerhaften Inter- 
pretation des Zusammenstossproblems, denn erst spater wurde die Zeit 
fir sein richtiges Verstehen reif (SUNDMAN 1909 [14]). Auch die inva- 
riable Ebene wurde von JAcosi damit in Zusammenhang gebracht, und 
zwar auf die angefiihrte (S. 36) erstaunliche Weise. Die Frage der cha- 
rakteristischen Relationen des Problems dagegen ist bei ihm sehr klar 
dargestellt (a. a. O.), wie auch sein Verh4ltnis zu anderen Forschern. — 
Auch im J. 1885 war das Zusammenstossproblem noch nicht reif, wie 
die sonderbaren Deutungsversuche SErLiIGERs [4] fiir dieses Paradoxon 
zeigen, wobei er auch die Umwandlung der mechanischen Energie in 
Wirme zu Hilfe nahm (a.a. O.); sein letzter Satz zeigt jedoch, dass er 
die Schwierigkeit der Frage wohl erkannt hat. Erst 1919 deckt E. 
FazunNpLicH [25] (vgl. Zitat S. 36) den wahren Grund des Irrtums auf: 
es wurde bishin der Zusammenstoss als wesentliche Singularitat still- 
schweigend angenommen. 

Die Abhandlung [32] von Ju. SokoLov gibt eine Ubersicht fiir seine 
Arbeiten auf diesem Gebiete-und fiihrt die Hauptresultate an, insbe- 
sondere seiner Dissertation (vgl. a.a. O.), wo_er den allgemeinen Zu- 
sammenstoss im Dreik&rperproblem mittels eigentiimlicher_Koordina- 
tentransformationen (Jacosische Koordinaten) und der Zeit (einer Idee 
SUNDMANS aus 1907 gemiss [12]) behandelt (vgl. S. 37). Seine Reihen- 
darstellungen nach R = c+ J"* enthalten logarithmische Glieder. Neben- 
bei verbesserte er gewisse Stellen bei Brock (vgl. a. O.). Seine Methode 
war die mehrfach in [41] kritisierte Methode der Reduktion mittels 
Approximationen auf »kleine Schwingungen« und charakteristische 
Gleichung. Es sei jedoch besonders hervorgehoben, dass der Verfasser 
nirgends eine Regularisierung anwendet oder den Beweis versucht, dass 
sich die Zusammenstčsse im Endlichen nicht haufen (vgl. Ziffer 222); 
ohne solche Betrachtung aber sind allgemeine Schliisse unmoglich. We- 
sentlich ist bei alledem, dass die Reihen von SokoLov die Grenzrela- 
tionen formal befriedigen, wenngleich nun die Zusatzglieder o (£") ins- 
besondere logarithmische Terme enthalten, oder Terme mit irrationalen 
Exponenten 4 > 2/3. Diese Grenzrelationen ziehen jedoch, wie vorher 
durch direkte Rechnung gezeigt wurde und auch theoretisch einwandfrei 
feststeht, nach sich die Existenz reiner Potenzreihendarstellung der 


Form rijx = P, (£"). Das sind LAURENT-PuISEUxsche Reihen nach ganz- 
zahligen Potenzen der grundlegenden »Verzweigungsgruppe« t.= 
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3 
m Vt— to Also kommen logarithmische oder irrationale Glieder wirk- 
h ničht vor, sie sind vorgetauscht durch eine nichtgemisse Anni- 
: rungsmethode, wobei sich der bewegliche Charakter der Stossingula- 
oritat racht. Mit anderen Worten: die blosse Existenz der Cela 
> tionen vom Typus riz = Cia :#" + 0 (€), ohne Riicksicht auf die 
ob esondere Struktur des Zusatzgliedes 0(€/) (welchen 
DUNDMAN als € schreibt, Brock und die Folgenden iibersehen) fiihrt 
ichtig angewendet dazu, dass o(#") = P,(£") ist. Hier wiederholt sich 
e dituation, typisch fir das Dreik&rperproblem: durch unvollstandige 
usnutzung gewisser_ mathematischer Beziehungen, also die Nicht. 
achtung aller wesentlichen Folgen dieser Beziehungen, werden formal 
ogliche« Terme oder allgemeiner: mathematische Figenschaften ge- 
mnnen, deren Richtigkeit oder Unrichtigkeit auf Grund der bisherigen 
 Entwicklungen nicht erwiesen werden konnte. Gleich aber zieht aka 
daraus den Schluss, im »allgemeinen« sei die Existenz solcher Eigen- 
haften gesichert, weil man nicht einsehen kann, wodurch sie sag 
liessen ist. Aber: ex mere negativis sive particularibus nihil sequitur 
Šo sollte im vorliegenden Kalle durch direkte Rechnung erwiesen wer- 
n, die Koeffizienten der umstrittenen Terme seien von Null ver- 
ieden. Das hat (natiirlich) keiner getan; nur WINTNER hat es versucht 
S nur indem er diese Behauptung ohne Beweis aufstellt (vgl. a.a. O \ 
a) fatalen Fehler wiederholt E. LAHAYE in seinen Ši drkon 
jd A pa a [33] [34] [35] [36]. Er bedient sich der- 
en Methode, obgleich es klar ist, dass hier charakteristische Glei- 
kon und Werte nichts zu tun haben. Typisch_fiir alle solche Ent- 
Wicklungen ist weiter das Arbeiten mit relativen Koordinaten, worauf 
“aa Ende dieser Ziffer zuriickkommen. Ausserdem sind seine Ent- 
fiićn nicht vollstandig wiedergegeben, was bei diesem Problem 
.: ich E Hs krava ist, so dass manches nicht nachgepriift werden 
: (vgl. Zitat S. 38). Seine »allgemeine« L&sung scheint sich mit der 
: motor zu decken. Sonderbarerweise zitiert der Verfasser nieman- 
1, e t cinma] Cnazv. Und doch enthalten die Arbeiten von Crazy 
a je mo E alle Resultate des Verfassers. Bei ihm fehlt jede 
dn BETE der ara ja ausser in [36] auch jede Regularisierung. 
ER ichen Falle reduziert sich die Bewegung auf die geradlinige, 
A EI. Bowiea scheinbare) Resultate fallen zusammen, wie S. 38 
f A .e. Bi Pseudozusammenstčsse zitiert er nach der angefiihrten 
E, Brom 3 AINLEVE. In der Arbeit [34] erzielt er bedeutend weniger 
M ZL rganger; von einer Untersuchung der Frage der Haufung 
> EA “odi keine Spur. Auch in [35] beim Dreierstoss reicht 
A ja zd oder sogar BLock hinaus, nicht einmal in Formeln.: 
E Ne : e Abhandlung [36], wo der Verfasser ausfiihrlicher 
od , . ak des Problems mittels sukzessiver Annčiherung 
> jn g a : arlegt. Die Methode ist allerdings praktisch unbrauch- 
Ee eko ie ezwingt nicht die innere Verflochtenheit der Gleichun- 
> Rim S zem mehr in Ziffer 223. (Vgl. auch a.a. 0.) Hier ge- 
č T Verlasser cine Regularisierung (vgl. seine Formel 2.2). Neu 
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ist die Formel nicht, vgl. ARMELLINI [20] vor 33 Jahren. Dabei setzt er 
voraus, dass nur binare- (sic!) Zusammenstosse vorkommen, die mehr- 
fachen Zusammenstosse betrachtet der Verfasser als unfortsetzbar. Dass 
dagegen die angefiihrten Rechnungen (S. 39) praktisch undurchfiihrbar 


sind, gibt er selbst zu. : ' 
Figentlich hat SunpMan [14] [17] als einziger die analytische Fort- 


setzung wirklich definiert. Seine Formeln konnen wir schreiben, wie . 


S. 40 angegeben. Also wird der dreiblattrige Verzweigungspunkt £ = 0 

auf einer unendlich kleinen Schleife in der komplexen f-Ebene so um- 

gangen, dass dabei arg f, bzw. arg £': sich um 3 2, bzw. z andern. Damit 

kommen wir von der reellen negativen auf die reelle positive Determi- 
3 


nation von £"=Vt—t. Die Integrationskonstanten bleiben unveran+ 


dert und dieselbe Bćwegung wird somit fortgesetzt. 

Die bisherigen Betrachtungen sind fur die lokale Regularisierung oder 
Uniformisierung aller reellen Zusammenstosse notwendig und hinrei- 
chend..Fiir die vollstindige Kenntnis der Struktur der neuen transzen- 
denten Funktionen, welche die L6sung des Mehrkčrperproblems darstel- 
len (sog. algebromorphe Funktionen, die ich in der Monographie [41] 
eingefihrt habe), ist jedoch die Betrachtung auch der imaginaren Žu- 
sammenst&sse notwendig. Das habe ich fir das Dreik&rperproblem [41] 
durchgefiihrt (a. a. O.), zuerst historisch-kritisch, dann ihre Grenzrela- 
tionen, und schliesslich die Wesensgleichheit der sog. imaginaren Zu- 
sammenstčsse 1. und 2. Art (nach D. BELoRizky 1938) gezeigt. In [44] 
habe ich endlich noch den imagin&ren Dreierstoss 1. and 2. Art unter- 
sucht (a.a. O.). Dabei wurde die Rolle der isotropen Geraden aufge- 
zcigt. Beim Mehrkčrperproblem kommen keine neuen Beziehungen 
hinzu, obgleich die. partiellen simultanen imagin&ren Zusammenstosse 
sehr komplizierte Kombinationen ergeben konnen. Daher kann man ohne 
weiteres die gefundenen Resultate auf n 2 4 ibertragen. 


22. Totale Regularisierung oder Uniformisierung 


1. Die »SunpMaAnNsche Transformation« als charakteristische Integra- 
tionsmethode. Bisher wurde vollstindig das Problem der lokalen Re- 
gularisierung oder Uniformisierung eines einzelnen Zusammen- 
stosses gelčst. Es eriibrigt noch zwei Erweiterungen zu erledigen: a) cine 
solche Regularisierung (Uniformisierung) zu konstruieren, die gleichzei- 
tig fir alle moglichen Falle der (partiellen simultanen) Zusammenstosse 


gilt; b) eine solche Regularisierung zu konstruieren, bzw. ihre Existenz_ 


zu beweisen, die fiir irgendwelche Folge (auch unendliche) von irgend- 
welchen Zusammenstissen gilt. Der L6&sung beider Aufgaben sind diese 
und die folgende Ziffer gewidmet. Erst nach ihrer Erledigung werden 
wir von einer totalen Regularisierung des Mehrkčorperproblems 
sprechen k&nnen. Hier stossen wir auf interessante Probleme; zugleich 
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baben wir hier den ersten Fall, dass SuNDMAN selber falsch j 
geschlagen hat, und damit alle Nachfolger irregefiihrt. Es kandit ak 
um den bekannten Schlussatz aus [17] (natiirlich auch schon in [14]) 
Dariiber vgl. a.a.O., so dass wir uns hier ganz kurz fassen k&nnen od 
Schlussatz von SUNDMAN lautet: »Wenn in dem Dreikčrperproblem die 
drei Flachenkonstanten nicht alle gleichzeitig Null sind, dann k&nnen 
wir bei vorgegebenen Anfangsbedingungen fiir die Koordinaten und di 
Geschwindigkeiten. in einem gegebenen Zeitmomente immer zwei Ko : 
stanten l, 2. so finden, dass die Hlimination der Zeit £ eine neue .& 
hingige Veranderliche 7 einfiihrt mittels der S. 41 angegebenen F pekal: 
und die Koordinaten der drei Kčrper, ihre gegenseitigen Entfernun en 
und die Zeit lassen sich dann in Potenzreihen nach z entwickeln “die 
fur Jr|<1 konvergieren, Diese Reihen stellen uns die Bewe take fu 
alle Zeiten dar, wieviele binire Zusammenstšsse zwischen den Kor e 
stattfinden mogen, wen wir nur die analytische Fortsetzung der Bewe pik 
Meder pro n Pe durchfiihren. Fir die Berechnung aš 
nur Dilterentiationen und Eliminationen nčtig.« Di - 
nannten Konstanten sind S. 41 genauer definiert; rame: 
Beziehung zu der lokalen tornja nach e 
 sRmfoša Kr (Vgl. die Korrektur von 
.a.0. n zitierter Stelle gegebene Diskussion d - 
ziellen Regularisierungen, enthalten in al braiser 
von denen diejenige von BELoRIZKY 1941 ddrad Kio od 
MIME s ossanteste ist, kann wie folgt kha mc ori kn 
M aeoo grane s. meine gave nicht beiden For- 
regularisiert fenamableni nžmlieh iri o Sa zA roj ha 
I € misiert) neswegs i - 
Basten Pa en bog o di = MTeTa Ki orakgoke a 
1 abzahlbare) kolge raumlicher bina 
nj i bi e za dn Bedingung c =£0, gis račk 
e Raumlichkeit garantiert). Der Sat 
UNDMAN garantiert uns somit nicht eine! 4) R goa ada 
Inaren Zusammenstosse, indem er die eb 2 ča ć ko od 
MRS auch raki ie ih . enen Zusammenstosse, die es 
agi kJ sst. Der Beweis von 
M rnendlichen Folgen ist dabei nicht korrekt, worauf fo Ade 
DE oatica dah oak od ao a bave, dav 
sto a1 h auch alle ebenen bindren - 
i M ooo arisler, so dass die Restriktion € =£0 sn 
an g Pe pa s. u Arama se angefiihrten Kon- 
BEL 0, ich aber fir binare ebene Z enstć 
a Meo Vornitiom doch Konstanten />0, L>0 Eudes, tI jema 
Gi < RA sim Dabei muss die PoicARfsche Transformation als 
o. na feel inn "Tr sogar irrefiihrend in diesem Problem abge- 
a M VEL a.a. O.). Um die Forderung a) zu befriedigen, muss 
M eripen deo ion von SUNDMAN-BELORIZKY dt = rnyraradu mit der 
Rdu fir den Dreierstoss kombiniert werden. Das gelang 
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mir (a.a. O.) durch Bildung symmetrischer Funktionen (S. 42), homo- 
gener 1? in allen Distanzen. Durch Generalisiecrung kommen wir zu dem 
Begriff der »SuNpMANschen Funktion«, wie ich sie nannte, S (r) mit den 
angegebenen Figenschaften, aber nun ganz allgemeiner Art und fir 
alle 1. Solch eine Transformation dt = 5 (r) du regularisiert (uniformi- 
siert) alle Arten von Zusammenstćssen der n Korper in jeglicher Folge. 
Aus alledem folgt, dass nur solche Transformationen SUNDMANSCh€ 
genannt werden diirfen. Diese Behauptungen werden wie folgt begrun- 
det (vgl. a. a. O.): 1. die genannten Bedingungen fiir die SunpMANSschen 
Funktionen sind hinreichend: S (r) eS(#) -J,, di = Sdu aquivalent 
dt = J': du. 2. Die genannten Bedingungen sind notwendig; ist S (7) nicht 
in allen 7;x symmetrisch (1 SJ<k <A<n), so kann die simultane 
Kollision aller A Massen nicht regularisiert werden; ist sie nicht homo- 


gen oder wenigstens vom falschen Grade u Z1, so ist S(0) E 0 oder 
wenigstens in Betreff einer Distanz ist der Grad0O<u Z 1 ea ai 


d. h. S (r) = C +49; dann werden in der Entwicklung | 


oo 
: 5 >: 
Ta =P2 (u) = Žž cu alle ci = Kasai ; 

v=2, = 
fiir u CO ist schon S (0) = oo. 

Es leuchtet ein, dass die analytische Transformation von ARMELLINI 
nach der Struktur und Einfachheit derjenigen von LEvI-CIVITA aqui- 
valent ist. Diese ist jedoch mechanisch ausgezeichnet durch »natiirli- 
chere« Koeffizienten mj mu in den Zahlern. Es berihrt sonderbar, dass 
beide Autoren ihre. Transformationen nur als geeignete. Ausdriicke fur 
die simultane Regularisierung aller binaren Zusammenstosse eingefihrt 
haben. Und doch war zur Regularisierung der allgemeinen Kollisionen 
nur ein kleiner Schritt zu tun. WINTNER sagt sogar (a. a. O.) ausdriucklich, 
dt = du/V sei eine lokale Uniformisierung (vgl. Zitat S. 43), obgleich- 
es die beste totale Regularisierung (Uniformisierung) ist, wie auch 
die weiteren Entwicklungen zur Geniige zeigen werden. Man sollte 
erwarten, er hatte eine Regularisierungsfunktion wenigstens fur seine 
»continuable simultaneous collisions« gesucht (vgl. a. a. 0.). 

Schon in der Monographie [41] (a. a. O.) habe ich fir den Fall n =3 
den »erweiterten Satz von SUNDMAN« ausgesprochen: die »SUNDMANSCh€e 
Transformation« ist die charakteristische, Methode der Integration des 
Mehrkčrperproblems (fir die NEwronschen Krafte). Den tiefsten Grund 
fur die Giiltigkeit dieses Satzes geben wieder die Grenzrelationen, die 
auch gewihrleisten, dass der Satz auf allgemeine 1 Z 4 erstreckt werden 
kann. Filr die unumschrinkte Giiltigkeit dieses Satzes ist jedoch noch 
der Nachweis zu erbringen, dass sich die Zusammenstosse nirgends im 
Endlichen haufen. 

2. Periodische Bewegung: die Zusammenstosse hilufen sich nicht. 
Es ist also noch die Forderung b) aus voriger Ziffer zu befriedigen; denn 
nach der allgemeinen Funktionentheorie ist es klar, dass der Haufungs- 
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punkt von Verzweigungspunkten selbst eine wesentlich singulare Stelle 
Km PE solche Stelle hinaus ist die Fortsetzung der Bewegung 
SUNDMAN hat 1909 versucht [14] [17] im Dreikčrperproblem die Tat- 
: sache zu beweisen, dass sich die binaren Zusammenstosse nicht im 
. Endlichen hdufen k&nnen. Oder genauer: ist c=50, so kann fir kein 
tt sein lim J = 0; wenn (t,) eine Folge der Momente bindrer Zu- 
E irmenstosse ist, mit v—> + oo und limt, =f#*%, so ist notwendig 
mi zoo. Ich habe in [41] schon gesagt, weshalb ich den Beweis von. 
i rpuan nicht fir stichhaltig betrachte (a.a.O.): a) auf Grund der 
. SUNDMANSsCchen Formel wird die SUNDMANSsche Ungleichung hergeleitet 
(vl. a.a.0.), und auf Grund dieser Ungleichung beweist SUNDMAN 
Binwandfrci, dass ein Grenzpunkt i* im Endlichen nur bei lim J = 
E lim R = 0 moglich ist. Es ist somit eine notwendige (keineswegs 
hi nreichen de) Bedingung fir das Haufen von bindren Zusammen- 
stossen im Endlichen, dass der Hiufungspunkt den Charakter eines ter- 
 naren Stosses (also der allgemeinen Kollision fir x» = 3) hat. Es eriibrigt 
Sich Be oraiheben, dass im Falle einer endlichen Anzahl m. Stšasen 
d . M rei bečhanpt nicht besteht, da dann um jeden Stosspunkt eine 
: liche Umgebung existiert, in welcher eine Regularisierung und Fort- 
pne moglich ist (vgl. a.a. O.). Mit anderen Worten: ein Hiufungs- 
3 t binarer Zusammenstčsse im Endlichen hat sicher nicht den Cha- 
ter eines binaren Stosses. Das ist auch intuitiv klar: nahern wir uns 
nmer mehr dem Haufungspunkt, so werden alle “drei Distanzen immer 
r Null; wegen der Regularitat der Bewegung zwischen den Zu- 
ja ar kome Su die Distanzen keine sehr grossen Oszillationen 
pi sie bleiben also zwischen sehr nahen Stossmomenten ziem- 
in (und immer kleiner) alle drei. Wir befinden uns somit nah 
immer niher dem Dreierstosse (vgl. S. 43/44) ča 


Ah iša => >] o 


kJ 


Dies alles habe ich so ausfiihrlich hervor; : it de 
8 o. gehoben, damit der - 
"o Boka: (a.a. O.) klarer erfasst werde. Darauf ama 
zin u nE a. O.) hingewiesen und den Grund des Fehlschlusses 
k:S g . Sein »Beweis« handelt von den »fortsetzbaren« Zusammen- 
en. Er geht von einer abnehmenden Folge der Stossmomente aus, 


esprochen, nicht bewiesen (vgl. Zitat S. 44/45), Zu der u 
roch: ; s. A t angefiihrten 
2 ivan bei WINTNER in [41] mčehte ich hier noch oipendes 
opnu šine gelangt somit zu einem 'Teilresultat, das direkt 
Bea AN widerspricht, glaubt aber etwas Besseres geleistet zu 
gl. Zitat u. aa. O.). Meines Erachtens war er sogar verpflichtet 
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zu zeigen, worin der vermeintliche Fehler bei SUNDMAN bestehe; so wie 
ich es in [41] und auch hier getan habe. Decken wir also den Fehler bei 
WinrNER auf: (vgl. Formeln S. 46) unrichtig ist die angefiihrte Behaup- 
tung, denn nirgends hat er JO Z&b>0 in der Umgebung von t = +0 
bewiesen; sobald jedoch b 20 sein kann, fallt sein »Beweis«. Ferner 
ist nirgends bewiesen, dass das Teilintervall tm >t> tm" mit 
J (t)>0 auch in #/<e fallt. Wesentlich ist aber folgender Umstand: 
es ist nicht richtig, dass J (t) monoton sei in O<t< e; und in diesem 
Intervalle liegen nach Definition fast alle £(m); es ist auch nicht richtig, 
dass die Monotonie in der Umgebung der Stossmomente J (t(m)) = 0 aus- 
schliesse. Das ist ersichtlich, wenn man bedenkt, dass J eine positiv 
definite quadratische Form in Normaldarstellung (Achsengleichung) ist 


(vgl. a. a. O.). In den Stossmomenten jedoch ist dit =0. Es ist 
m 


schade, dass WINTNER solch eine elementare Tatsache iibersieht. Daher 
fallt und steist J (t) beim Durchlaufen der £(m)-Folge von Minimum zum 
Maximum und ist bestimmt nicht im Grossen monoton, sondern nur 
in der nichsten einseitigen Umgebung eines jeden Stossmomentes. Dabeci 
kann ohne weiteres Jm = O sein; das hat mit der Monotonie gar nichts 
zu tun. Also oszilliert J (t) in 4 2t2 +0 unendliche Male, mit ab- 
nehmender Amplitude und zunehmender Frequenz. Der »Be- 
weis« falit. : 

SUNDMAN fehlte der Beweis, der direkt zeigen wiirde, dass in jedem 
Falle eine Hiufung von Zusammenstossen im Endlichen unmoglich ist. 


Darum beschrankt er sich auf die ršumliche Bewegung, da die Aus- - 


schliessung ebener Bewegung die Allgemeinheit der Ergebnisse _wenig 
einschrankt. Sein Beweis ist jedoch, wie gesagt, nicht korrekt. Er 
schitzt das Intervall zwischen aufeinanderfolgenden Stossmomenten 
nach unten ab, und zwar abhingig von den Konstanten der einzelnen 
Zusammenstosse. Dies Resultat gilt aber allgemein nur unter der 
Voraussetzung, die Stossmomente seien nicht zu nahe, und das 
bedeutet schon, dass sie sich nicht h4ufen. Denn eines beweist SUNDMAN 
nirgends: dass alle unteren Schranken aller Zusammenstosse der un- 
endlichen Stossfolge auch selbst nach unten beschrinkt sind. Das ware 
hier jedoch wesentlich. Meines Erachtens lisst sich der Beweis auf diese 
Weise iiberhaupt nicht fiihren; hier: fiihlte WINTNER mit Recht, dass fir 
den Beweis ein »zu starker« Apparat herangezogen wurde. 

In der Arbeit [44] habe ich einen kurzen Beweis dieser fundamentalen 
"Tatsache im Rahmen des Dreikčrperproblems gegeben, und zwar fur 
alle Arten von Stčssen (a. a. O.). Die Ergebnisse waren: 1. »Wenn bei 
der ebenen Bewegung im allgemeinen Dreik&rperproblem wenigstens 
zwei ternire Zusammenstosse im Intervall rz der Zeit t, bzw. o der 
Pseudozeit u vorkommen, so ist die Bewegung periodisch mit der Pe- 
riode r, bzw. 0. 2. »Die ternaren Zusammenstosse im Dreik&perproblem 
kčnnen sich nirgends im Endlichen haufen.« 3. »Im allgemeinen Drei- 
korperproblem sind abzahlbar unendlich viele binare Žusammenst6sse 
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auf derselben Bahn moglich, sie k&nnen si i 
u I g sich nirgends i 1 
mo =. eeideje: kann ohne weiteres auf ajvo: ga 
A nima jesi auf dem Reduktionsprinzip des Stossproblem 
mi Zvuci perece lem (Ziffer 123): a) in jedem Zusammensto : 
ink i, Mehrkčrperproblem auf den Grenzfall des Zemni. 
o Semuene igne= e 
) mit B E it oder die it aquidi 
: de Plane c) je mehr sich die han zi vi ik 
M pčnera Wir uns der periodischen Situation, also werden die 
o edna mehr Aquidistant. Und das ist ein Widers eh. 
Igemeinsten Patti ketai rak kvake viči Sraktr mi 
ins rkorperproblem (vgl. a. a. O. 
sh den Ausganspunkt fir meine oben doda te sa 
ale t42 udium der periodischen Bahnen im slicni hot D a 
m [42] [43]. Diese Untersuchungen gipfeln in der BeBanio- 


8: »ausserhalb des restringiert 1 i 
klen okaepa bonds, . rit in relativen Koordinaten 
schen Bewegungen als die Bewegungen 


1 


den Gesetzen des Zweik&rperproblems.« 


ED: s 

| 7 porn dlage zi dieser Untersuchungen ist die Gleichune v 
jungierte Polder  evikolidm DEGRLA a ERaro selbst 
1 : ewohnlichen Differentialgleich : 

E ada . wiederum formal este ok ho : 

K2.0) _ * .. schliesslich das angegebene Integral (8.47) 

id okdsc =a ra karake G-a auch, wenngleich nicht i. 

di msn gelost werden (fir n=3 dij“ nn oj aa gor Prada 

, eiter zcigte ich fiir das restringi Aa 

m a ingierte Problem i i 

. a jo ograinša der Resultate E. IB pajećaača kr, . ogšea 

BE stem ku ći Po periodische Bahnen nur im relativen rd 

M de BE. 2 cn, das mit einer Winkelgeschwindigkeit rotiert die 

AA id ae i der beiden endlichen Massen kommensu- 
ialsystem dagegen gibt es eigentlich keine solchen 


ahnen. Dort i šet] 
8 . ist auch die Bezi wiss : 
 Nannten Momenten erčrtert. Ziehung zu gewissen, schon in [41] ge- 


s ž in 
» Sibt es keine anderen mia 
in Zentralkonfigurationen nach 


Bchliesslich kann schrittwei 

ani ttweise gezeigt werden, di iodi O 
m n, die | 

Mao reikoraerprobleme, somit auf vollig S ak vaj ooo = 

mne sa nona, scien unter den periodischen Lo&sungen de . 
. REV ia Hogirićen Gleichung enthalten (vgl. a. a. 0). he kore 

s (2..0.) hrs reien im Falle des Zweikorperproblems verifi- 
šaj Bk. me von dem Satze im Falle des restringierten 

>. od evjRjana en oordinatensystem gliedert sich dann natiirlich 
Ba E na Ausdriicke dann ihren Sinn verlieren. Doch 

252 die Forma er bhandlung [43] kritisch bemerken, dass dort auf 

džis (4.2.0) oba unzureichend war, auf S. 256 dagegen ungeniigend 

i +U.). Die erste Stelle war unzureichend fostevlieri, an die 


O RAD gua 
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allgemeinere Form der GREENschen Funktion war nicht mit einbegriffen; 
das indert jedoch nichts am Resultate, was leicht durch explizite Rech- 
nung nachgepriift werden kann. An der zweiten Stelle war die Formu- 
lierung ungeniigend prazis, indem nicht ausdriicklich gesagt wurde, dass 
die Monotonie der Funktion T (u) eine Lčsung der homogenen Rand- 
wertaufgabe unmoglich macht, somit die inhomogene immer Losungen 
hat, wenn man nur auf das allgemeine Integral die Randbedingungen 
anwendet. Das alles war an zitierter Stelle getan, nicht aber hervor- 
* gehoben. Der Beweis des Schlussatzes betreffend die Bewegung in Zen- 
tralkonfigurationen als einziger periodischen Bewegungen benčtigt wei- 
terer Untersuchungen, denn im entscheidenden Teil ist er nicht ein- 
wandfrei. Dieser Sitzekomplex ist fir die Konstruktion der vollstandi- 4 
gen Lo6sung des Mehrkčrperproblems jedoch nicht notwendig. u 
3, Numerische Regularisierung und Fortseizung. Fur die praktische nu- g 
merische Rechnung kćnnen die bisher gegebenen Entwicklungen unmit- 
telbar gebraucht werden. Um die totale Regularisierung zu berechnen, 
miissten wir V = V (u) kennen, d. h. 7in (u), und darum miissen wir ge- 
eignete Rekursionsformeln mittels der Methode der unbestimmten Koef- 
fizienten einfiihren. Der Anwendung der Berechnung auf Grund der Eli- 
minationen und Differentiationen oder der unbestimmten Koeffizienten 


m e dom ra M sk lagao no unterlief, so dass auf S. 72 die 
244 Lage mittlerer Sonnenzeit ist. Somit wird ar 
5 Jo ik die Reichweite der (il mensa haa ža i Pla 
Š > kr . ie Bi auch bei den hčheren Gliedern von y: Rechenfi ira 
M in die dmr kros a 5 in den Formeln (d) das Vestalekeg Mi 
Ž i», Dy mitein hl + ri 
der numerischen Rechnung tatašckiich petar war au wie auch in 
; M aeiticen. rde. Dies alles ist zu 


amit ist das Mehrkčrperproblem im Grunde gelost 
Zusatz bei der Korrektur 


en von R. Vernic iiber die Regulari 
naje kčrperproblems«. Diese Netis laagie 
wie dort angegeben), wahrend der Druck am 


BRESEG: und ich bokom Die Publikation wurde mir aus Moskau “am 17, VI, 1957 


stellt sich zuerst die tiefe innere Verflochtenheit des Problems entgegen. = Beurtei : sie. am 27. VI. 1957, Di a moa 
nn ia dem ia regularisierten Gleichungsystem enthšlt das g. BE i Mia ane VE deaejaa RU Se ia. Bi 
Potential gleichzeitig alle gegeseitigen Entfernungen oder Koordinaten * 1] a zwei Hauptgruppen: sj ošo og nje had tiber meine Abhandlungen [41] - 
2 obi 1 nja ene egulasierung des Dreierstos: 
unsepariert. i _ Eoble zi den Satz, die einzigen periodischen Lčsu $ relerstosses, und er 
Wegen dieser inneren Verflochtenheit glaubte ich in der Abhandlung a“ M se Aonsnozschen exakten I Gomgeći Doba ram» np ana 
[45] eine kombinierte Methode der Iteration und Rekursion einfiihren = Seinen drei on sj sSamtlich unrichtig sind; bei der zucišia Fra a mija 
zu miissen. Die Iteration ist jedoch nicht nur nicht notwendig, sondern g Ko e pt dem Wesen Aj i hoka poe sno . Srdela ame dies 
“ a E Tiveva PARSE aja. ME lissem ; Zikem, : 
iberflissig und man braucht nicht als erste Approximation die Gliede: roblem der Himmelsmechanik niemals čffentlich Peski ikako 


der Zwischenwirkung (Richtungskosinus) durch ihren linearen Mittel- 


wert 2/n zu ersetzen, wie ich nach a. a. O. rechnete. Wegen dieser Itera- = Was eigentlich zu erwa die unklaren Punkte Bescheid oMi 

M : jeti Pi šte : : i rten Ba : eid erlangen k : 

tion habe ich dieselben Rechnungen in jedem Schritte wiederholt, um ich dem genannten Institute eine Podni odio presa Beban. KH 

die gesuchte Potenzreihe P (u) immer mehr zu approximieren. deren . Zum Problem der Regularisierung der ida st geschickt habe. 

Existenz und Unitit aus der allgemeinen Theorie folgt. Das alles fallt | o (vgl. hier 66 122, 221): Die Grenzrelati Osse mittels »SuNpMaAnscher Funk- 
4 diesem Falle nennt er »ohne relationen fir Vr-r (vgl. [41] $ 211.12) 


jetzt weg und die Rechnung wird sehr gekiirzt, so dass nur die Aufgabe Beweis gegeben« und »beweist 
bleibt, und das ist meiner Ansicht nach der Vorzug der Methode, die die in dem Werke [4 sd 
Koeffizienten dieser Potenzreihen sukzessiv rekurrent direkt zu berech- 4 će čitet und geht damit weg rasama Kod im Fall 
nen. Wegen der zweifachen Integration in jedem Schritte wird die + i die sik o a Teil dieser Monographie, sowie 
Konvergenz immer mehr verbessert und gleichzeitig gewinnt man im J des Systems, | di di oj und damit auch 
allgemeinen cin Glied mehr. Die klassischen Integrale dienen zu der sehr e mg i Hier sicht MERMAN zwar kona Ž 8. Prag pon 
notwendigen numerischen Kontrolle der Rechnung, die bei erreichter baka a wollte), dass dieser Umstand 'als desio aa 
Grenzgenauigkeit von selbst aufhčrt. Die Methode ist gar nicht auf e Ma oudozeit u (die “Sal sein ev osloni oj m Transformation der Zeit t auf 
n=3 beschrinkt und kann ohne irgendwelche Anderung auf n 24 regularisiert. Sonderbarerwcise ch das gegebene Differentialgleichungs- 
erweitert werden. In der zitierten Abhandlung habe ich auf einen kon- hh oka 
€xtenso a in der nachfol M že 
ngegeben und dann als Wesen der M lenig saka 
auf die vermeintlichen Ergebnisse von BELoRIzKY). Doch muss ich her- MtAt hinweggeht, a ko egungea iiber den beweglichen Charakter der Stossingula- 
S ersten Male in meiner Monographie angegeben habe. 


sie dann genau so 
41] angegeben sind; dann behaup- 
e der reellen Zusammenstčsse her- 


Kenzen von £i/ 
 Pilefwechse] mit" 
Vetrachten ist, so 


E dazu sch : sieht er jedoch ni pe 
> Dies ist a a Pilat fast fertig vorliegen, ot o = o Formeln_ 
s asi: : : : : er vorliegenden wie auc g dem Falle des Zweierstosses 
kreten, noch genug allgemeinen Beispiel gezeigt, dass die erreichte Kon- m io an : 
a š S . : o Mo: €llt. 
vergenz der Potenzreihen P (u) ziemlich gut ist (vgl. a. a. O. mit Bezug iber die Pa o rofen auf WinrnrR [39] bedeutet nur, dass MrRMAN vollstindig 
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Uberhaupt muss ich sagen, dass ein Leser, dem meine Arbeiten nicht zuganglich sind, 
an Hand der Zitate von MERMAN kaum wird feststellen kčnnen, welche ich — ausser 
den genannten zwei Satzen — neue Beitrage zum Dreik6rperproblem in meinen Abhand- 
lungen gegeben habe. — Dann geht der Autor zu dem vielleicht bedeutsamsten Punkte 
dber, nimlich auf meinen Beweis, dass das einzige noch bleibende Hindernis fur die 
vollstindige Regularisierbarkeit des Dreierstosses nach den Untersuchungen von D. 
BrLoRizky (a. a. O. [41] $ 133.2) d. h. die Existenz von sog. imagin&ren Zusammen- 
stossen 2. Art (mit r = 0, wobei sich die Massen jedoch nicht in demselben Raum- 
punkte befinden) verschwindet, wenn man einfach von relativen auf Inertialkoordi- 
naten iibergeht (bewegliche Singularitat!); bekam auch schon D. BrLoRizEy fir die 
Entfernungen, die unabhdngig vom Koordinatensystem sind, reine Potenzreihen in 
Es (a, a. O. $ 133.2). Diesen Umstand habe ich von mehreren Standpunkten aus 
bewiesen, u. a. auch synthetisch; MERMAN will ihn einfach abschaffen und verfallt 
dabei in einen schwer zu begreifenden groben Fehler. Zuerst behauptet er, SUNDMANS 
Resultat iiber die Grenzkonfigurationen gelte nicht bzw, sei nicht fir imaginare 
Zusammenstčsse bewiesen; doch mein Beweis gilt hier auch noch, denn die Kon fi- 
guration ist dauernd reell nach Voraussetzung in diesem mechanischen Problem 
(sonst ware es dynamisch sinnlos), was MERMAN offensichtlich nicht sieht und dabei 
gar nicht mathematisch argumentiert, sondern nur mit Worten operiert. Als er sich 
aber anschickt, meinen Beweis rechnerisch zu »widerlegen« (ohne Riicksicht auf be- 
. deutungslose Schreibfehler), dann gewinnt er zuerst, wie ich, im Inertialsystem des 
Massenmittelpunktes fiir zwei Massenpunkte m; (/ = 1, 2) mit den Leitstrahlen 7, r“ 
vom Zentrum — als Bedingung fir cinen imaginiren Zusammenstoss im Moment 
t=t bei konischer Bewegung_ 7 =" +,"=0. Daraus folgt selbstverstandlich 
r/ = —r“ und der imaginare Zusammenstoss 2. Art reduziert sich auf einen Zu- 
sammenstoss 1. Art, welcher in bekannter Weise zu regularisicren ist (vgl. a. a. 0.). 
Auf einmal behauptet MrRMAN ohne irgendwelche Begriindung, hier gelte noch 
ty = 1" = 0? Schon der Umstand, dass er cine zusitzliche Bedingung bekommen hat, 
hitte ihm zeigen sollen, dass er sich auf cinem falschen Wege befindet. Mit dieser 
Forderung jedoch, die hier zuerst nur unmotiviert erscheint, hat er schon dasjenige 
gefordert, was nachtr&glich »folgt«: denn hier erfolgt der Zusammenstoss entweder im 
Massenmittelpunkt und ist dann reell entgegen der Annahme, oder notwendigerweise 
auf den beiden Minimalgeraden durchs Zentrum in verschiedenen Raumpunkten 
(Stoss 2. Art), Daher »bekommt« MERMAN mittels der Zusatzforderung 7 = 79 =0 
meine Ausdricke fir die Koordinaten bei einem Stosse 2. Art (obwohl er dies 
nicht konstatiert), Diese Zusatzforderung ist jedoch nicht nur unmotiviert, sondern 
sinnlos: gie zwingt MERMAN cosv—> oo mit f—>b (u wahre Anomalie) anzunehmen 
und so rechnet er auch! Es ist aber vollstandig trivial, dass cos u —> eo (im komplexen 
Gebiet) nur fir v—> oo d.h, t—> = oo d.h. wir haben gar keinen Zusammenstoss in 
einem endlichen Zeitmoment! Ja noch mehr, nicht einmal fir # = oo ist ein Zusam- 
menstoss mčglich (Cmazy). Und so bleibt von allen Bemerkungen MERMANS nichts 
ibrig. 
žu Problem der periodischen Lčsungen: zuerst legt MrRMAN fast genau das Wesen 
meines Beweises aus [43] dar; augenscheinlich »liegt« ihm diese Problematik: viel 
besser. Da er meinen Reihenentwicklungen die Holomorphie nicht zuerkennt, schiebt 
er einige zusitzliche Betrachtungen cin; die k&nnen wir iibergchen, den sie fallen mit 
der ersten Gruppe weg. Dafiir ist seine Bemerkung, dass der Beweis von Satz X. in 
meiner angefiihrten Abhandlung, auf der Stelle wo die Zeit £ als Funktion der Regu- 
larisicrenden u als ungerade festgestellt. wird, einen circulus vitiosus oder petitio prin- 
cipii enthalt — diese Bemerkung ist richtig. Dies habe ich selbst schon vordem einge- 
sehen und habe darum aus der vorliegenden und nachfolgenden Abhandlung (ange- 
nommen fir den Druck 23. III. 1956.) die betreffende Stelle weggelassen und beson- 
deren Untersuchungen vorbehalten. Die Resultate dieser Untersuchungen habe ich in 
der Jugoslavischen Akademie der Wissenschaften und Kiinste schon am 29. IV. 1957. 
dargestellt. Sie stellen den Gegenstand meiner weiteren Abhandlung »Periodische und 
symmetrische L&sungen des Mehrkorperproblems« dar. Darin wird der Satz, um den 
es sich handelt, fir n = 3 aus [43] und fir alle n 2 4 als richtig bestitigt, natiirlich 
wiederum nur fiir das allgemeine Mehrkčrperproblem, Zugleich bekommt man bessere 
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nsicht in die Menge der Ausnahmelčsun die fi i 
3 e r nah: gen, die fir spezielle Wahl 
Pen oo bagno namlich . letzte Pažedniet von E. Es 
m de i osungen zeigt, dass er nicht verstanden hat : 
gemeinen Drei- oder Mehrkčrperproblem zu verstehen i O do ac a2 
it LAGRANGE, besonders aber seit dem. BrRrT h fra a nikon 
= e Šnos ivi da vie: RANDschen Satze aktuell ist. Das mecha- 
na iva rode er, .. den Anfangsbedingungen, auch 
: 1 2 roh blem habe ir bei 
schen Lčsungen (und ihren Verall opsada a o 
md : gemeinerungen) bzw. beim Satze B 
> Kari > o. na kontinuierlich dijeta Mošco, 
3 : i nzen. Erst eine Aussage, die dann noch i t 
d m di sea . za Mehekirpotnuoblen Darik leg 
kundigter Abhandlung. Es ist schon langst bekannt, dass fi i 
o id nad oni _. akni Resultate zu s deo see daa a 
u rten Bemerkung darauf hin, dass man ein zeich 
tersystem finden kann, das z. B. die Komme rr jeba i vn sonja 
; an, d . B. < ensurabilitat. der mittl : 
E. km soda peku ke Koordinatensystems und der mrp omg ad 
zulasst, sich die Bahnen auch im Inertialsyst: hli i 1 
iabe ich in [48] Lemma [., S, 250 ausdriickli iva g aji good dog 
n [4: 9, sdriicklich ausgeschlossen), Er geht dariiber hi 
g, dass ich in der Abhandlung [42] dasselbe auch ausdriick i sd do 
' in 1 lich hervorhebe, obwohl 
n ganz trivialer Umstand ist, der wahrscheinlich che E a Gen 
kann man Ausnahmen zum BERTRANDSch Sat ai de okova jn ooo 
o tz finden, natirlich auch d 
e Wahl der Parameter. Dariiber ist aj hou iner dg 
die Rede und darin unterscheiden sie si h 2 da a a 
m o bera hi ich von den bisherigen Untersuchungen, welche 
i gen suchen, sei es auch unter i i 
en, Dagegen besteht auch weiterhin die Beh Pada ioni gh 
> a je an era n die Behauptung, im allgemeinen Falle (wie 
bb ) ergebe ungen von LAGRANGE und ihre Verall 1 
Tungen immer periodische Losungen (im »elliptisch rF Aime po 
b dem Zufall zugeschrieben werden soll a go če Ždral 
Zur: schu , dass im Texte MERMAN zwar das W. 
Semein« in der Anfiihrung des Satzes richtig ziti U i pie om 
1 3 ichtig zitiert, dafir aber in der einlei 
ammenfassung, der russischen wie auch der deutschen, dies Wort Kellk veo jedosh 


Sinn imeinerT Behauptun € 
n wesentlich andert und am direkten W iderspruche mit 
8 


Ubrigens wird sich der Le i i i šeše 
mae vred si 2. Ra durch direkte Einsicht in die betreffenden. 


đ Angenammen auf der am 28. III. 1956, abgehaltenen Sitzung der Abtei! 
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VLADIMIR S. VRKLJAN 


ALIJEDIRACOVA LINEARIZACIJA NUŽNA? 
II. ' 


U prvom dijelu ove radnje [1] pokazano je, da se i s imaginarnom 
ermitskom matricom ispred U/c može doći do rezultata, na koje 
di DiRacova teorija elektrona i pozitrona. Treba u tu svrhu izvršiti 
mo množidbu linearizirane jednadžbe 


tpebabrkbobkame+ino=0 (0) 


S Fi tako dobivenu jednadžbu pribrojiti k (1). Time dolazimo do 
adžbi (5a, b) prvoga dijela ove radnje; ako u (1) odaberemo pred- 
ik +, odnosno do jednadžbi (6a,b) prvog dijela radnje, ako u (1) 
eremo predznak — . ž 


đutim jednadžbe (54, b) prvog dijela ove radnje možemo pisati 
kraćemu obliku ' 

KE a. E 
(1—2) (a, px + a2 by + a3 bz + ag moc) + (1+) a; X: ==9 (29) 
(1-2) (aPx-+đ2Py-Ha3P2 + agmoc) — (1—i) a4 = =0 (2b) 
Ž Načinimo li ovdje poznate prelaze 


hh 9 ho 9 ko Bia. uji 


SET au Trik aš reda FT 
onda možemo posljednje jednadžbe pisati 
, : ho 
Hi Mh=+(1+")4 roka (3 a) 
H%=—(1—i)a u S (3 b) 


U slučaju, da se čestica naboja e nalazi u izvanjemu električnomu 
polju, imamo 


Hi=(1—0 [ef blag + a2“ e > “đa 837 2) bam] — 


— (1+i)aseV, (4) 
odnosno 
Hrf=(1--:) 5 (a Žika Kg Lj Pame | + 
š ETA E ki 7 uža 

+ (1—i) aseV. ' (4b) 

Ujedno razabiramo, da između Hi Yx i HY; x postoji odnos 
HW,=—iH; 7 ' (5 a) 
HP=il"T,. (5 b) 


A sad ćemo pokazati (i to je svrha ove radnje), da se e do jednadžbe 
HO—OH;=0; na osnovi koje dokazujemo, da čestici pripada 


spin za h, možemo doći i neposredno analognim izvodom, kao i u 
DrRAcovoj teoriji [2] (u prvom dijelu ove radnje izvedena je ta jednadžba 
posredstvom DiRacove jednadžbe Hp0O—O0Hp =). 
Ako naime na izraz za srednju vrijednost operatora O 


a1) RA #0 OY) de bi 
d 


Tk=l 


dobivamo 


 primijenimo operator (1 + 1) a5 u: 


dt" 


2 dt i zin > (7) 
4 * 4 * 
gly (a5 71) 45? (0 m) x Liš (a5 2x) a5? da du, 
a 1 ot zimi ot 


gdje smo odmah između obadviju zagrada u drugomu i trećemu inte- 
gralu umetnuli faktor a? = 1, koji dakako kao jedinična matrica ne 
mijenja ništa na stvari. 

Međutim konjugirano- konj leka jednadžba od (3b) glasi 


KJ 
L nj 4 
ie =(1-H4)% — Bare , (8) 
' * 
4 tb) V, UA 
i zamijenimo li sada u prvom integralu izraz (1-H 2) 4% — da ri HY 
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3 4 ) VW, A 
(1+) sara ak. Hi 'Px prema (3 a), dobivamo 


1 E prvi integral na desnoj strani ove jednadžbe preinačimo, t. j. pre- 
yedemo na oblik, u kojem ćemo imati hoka Hi si he HE, možemo 


postupati tako, da preinačimo integral < 3 a 13 [G7 Hr P,) (O P;) du; 
dobivamo uz obzir na (4 b) e Xa 


, i1—: .. *#.,% 
E si (a5 H£ P,) (O P,) dr = 


ma. £ * 


a 
la<£3 
Ms 


28 do .  %# # 1 : 
| 3 Rada (O #,) du 
Ovo pak možemo pisati dalje 


- ki (as 21%) (0%) de 


4 
e) Sje LA * Bek. 
s na (la; A)kj Pin + a (Za; 02)kj E (11) 


ša 


GENA i . # * “de . 
BRE GPU“ imo E Moć Gačlu nj + +2 ZA (O P,) dr, 


(1—: 4 
E 2 Ba CI GATGAF 3 Bani So de S A (— as adja + 
+3 E 2. < 
A ienn+ 23 a Pi i05 Gg)ja + (12) 
2 # 
RME pa Nata > # 2) (OP) de. 
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Gega A a 51% (Bt 84) (04) du + 
+ (1+?) BH (a Ži a5) (a m) dr + | (9) 
4 mI 
«Iš (a5 2, a5) (O H;P4) de. 


ij i ij ih triju i tar vitičaste zagrade 
Parcijalnom integracijom prvih triju izraza unu ; 
(uz a iv da valne funkcije na granici integracionog prostora 
iščezavaju) prelazi jednadžba (12) u 


' 4 * kri 4. 
ZEN Š aieo omar $) X ba 
T k-1 


S [ia čaja qa + Gas cja zo ++ (itsoda-H (13) 
izi 


i io € 
+ & moć (iag daju + 3 v (O 7%) de. 
Na osnovi (4a) možemo odmah zaključiti, da je 
—i. a _ Ali IANA. ST 2) 
aj : , sH=er (iaai; + Mura dy + 2145 A2 še + 


+ 145 Ua Mo e? + eV, (14) 
i : ior i #4 lastoj zagradi na 
db operatorskog) izraza s izrazom u ug 
oni E lame (13) prevodi odmah jednadžbu (13) u 
1—i (s, Bed a. 
+. H£Y,) (OP) dr = 
2 že PRVE (15) 
BEE 1—š$ zg 
_)X Y, (— a: «HOW du, 
odakle množenjem s (1 + #) a5, i to s lijeve strane, dobivamo konačno 
: 4 . Ša ' 
j D (Hr ,) (O P,) dr = — EH (a5 x a5) (HHO Py) dr. (16) 
je: i js . . . 
Tako nam sada jednadžba (9) primjenom (16) prelazi u konačni oblik 
> S ia 
4 * , 9% 0620 4 oi] ds 


. ' 80 
iz kojega odmah, kao i u DrRacovoj teoriji, možemo (uz uvjet SE 0 
zaključiti, da se srednja vrijednost operatora O ne će mijenjati s vreme- 
nom, ako je ispunjen (dovoljan) uvjet 
HO—OH;=0. 
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VLADIMIR S. VRKLJAN 


a 


IST DIE DIRACSCHE LINEARISATION 
; NOTWENDIG? 


II. 


Im ersten Teil dieser Abhandlung wurde gezeigt, dass man auch mit 
der imaginaren antihermitischen Matrix vor U/c zu denselben Resul- 
taten gelangen kann, auf welche die DiRacsche Theorie des Elektrons 
und des Positrons fiihrt. Die imaginire antihermitische Matrix £ schrei: 
ben wir als Produkt der imaginaren Einheit # mit der hermitischen 
Matrix a; und die Gleichungen (5 a, b) im ersten Teil dieser Abhandlung 
sind hier als (2a) and (2 b) bezeichnet. 

Mittels der bekannten Uberginge von ?,y,z und U/c auf Differential- 
Operatoren konnen die Gleichungen (2a, b) als (3a, b) geschrieben 
werden, wo die HamiLTON-Operatoren in (4 a, b) gegeben sind, und zwar 


fir den Fall, dass sich das Teilchen mit der Ladung € in einem Ausseren 
elektrischen Feld befindet. 


In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, dass die Gleichung 
H:O—OnH, = 0 auch direkt zu beweisen ist, mit einer analogen Ablei- 
tung, wie in der DiRAcschen Theorie, und nicht nur durch Verwendung 


Wie dies im ersten Teil dieser Abhandlung gezeigt wurde. 
= Zudiesem Zweck wenden wir auf den Ausdruck (6) fur den Mittelwert 
eines Operators O den Differential-Operator (1 + 2) a; : dran und so 


€rhalten wir die Gleichung (7), wo wir zugleich im zweiten und im dritten 
Integral zwischen beiden Klammern die Einheitsmatrix 1 = a,? einge- 
Schaltet haben (was an der Sache selbstverstindlich nichts ćndert). 
MWenden wir nun im ersten Integral die Gleichung (3 b) und im dritten 
die Gleichung (3 a) an, so ergibt dies die Gleichung (9). 


* Originaliiberschrift dieser Arbeit: Da li je Dinacova linearizacija nužna? 
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der aus der DiRACschen Theorie bekannten Gleichung HpO — OHp = 0, 


Um das erste Integral dieser Gleichung in eine solche Form umzu- 
wandeln, in der wir den Operator Hi statt ZI erhalten, konnen wir so 
verfahren, dass wir das Integral 

DO | LB 

5 (1—1) 1 A (HF %) (04) de 
mittels (4 b) umwandeln; dies ergibt die Gleichungen (10) bis (12). Mit- 
tels der partiellen Integration der ersten drei Ausdriicke in den ge- 
schweiften Klammern von (12) und unter der Voraussetzung, dass die 
Wellenfunktionen an den Grenzen des Integrationsraumes verschwin- 
den, so gelangen wir zu der Gleichung (13). ' i 

Die Anwendung der Gleichung (4), bzw. (14) fihrt uns sofort von 
(13) zu der Gleichung (15), welche leicht in die Gleichung (16) umge- 
wandelt wird. Diese Gleichung aber, auf die Gleichung (9) angewendet, 
ergibt sofort die Gleichung (17), auf Grund welcher gleich der Schluss 


(unter der Voraussetzung e = 0) 
E X HO—OH;=0 


gezogen werden kann. 


Angenommen auf der am 2. X. 1956. abgehaltenen Sitzung der Abteilung fir ma- 
thematische, physikalische und technische Wissenschaften. 
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ViLiM NIČE 


: KOMPLEKS OSI OSKULACIONIH KRUŽNIH 
VALJAKA JEDNE KRUŽNICEI NEKE NJEGOVE 
PLOHE IKONGRUENCIJE 


= Uvod. Svakom kružnicom u prostoru možemo postaviti oo valjaka 
2. stupnja, od kojih su svi kosi kružni osim jednoga, koji je uspravan 
užni. U radnji »O hiperoskulacionim kružnim valjcima jedne kru- 
ice« [1] istraženo je geometrijsko mjesto osi svih opisanih i upisanih 
hiperoskulacionih kružnih valjaka svim valjcima jedne kružnice. U ovoj 
radnji razmatrat ćemo geometrijsko mjesto osi oskulacionih kružnih va- 
1 aka svih val jaka neke kružnice c, t. j. onih, koji njome prolaze, a prema 
tome oskuliraju i tu kružnicu. Za svaku izvodnicu nekog valjka 2. stup- 
nja postoji uspravni kružni valjak, koji dani valjak drugog stupnja 
kulira duž te izvodnice. Budući da svaka kružnica leži na oo? valjaka 
stupnja, od kojih svaki ima oo! izvodnica, to će uspravnih kružnih 
aljaka, koji sve te valjke, a prema tome i tu kružnicu oskuliraju, biti 003. 
Osi tih oskulacionih kružnih valjaka jedne kružnice čine prema tome 
neki pravčasti kompleks. Malo prije spomenute osi hiperoskulacionih 
kružnih valjaka svih valjaka kružnice c čine jednu istaknutu kongruen- 
Clju unutar ovog našeg kompleksa, koja je istražena u spomenutoj radnji. 
BI. Odaberimo po volji neku kružnicu € i povucimo jedan njen pro- 
je m. Postavimo li tim promjerom neku ravninu o, i na nju okomito 
 Projiciramo kružnicu c u elipsu ć,, tada tu elipsu možemo smatrati 
.Osnovkom uspravnog eliptičkog valjka, koji prolazi kružnicom c. U toč- 
 <ama evolute elipse c, postavljene okomice na ravninu o, bit će osi osku- 
“aclonih kružnih valjaka tog eliptičkog valjka duž njegovih izvodnica, 
x Jote su osi zrake našeg kompleksa, koji želimo istražiti. Na ravninu 
Biičnice e postavljenu okomicu u njenu središtu O označimo sa s. Zavr- 
.timo li oko osi s ravninu 9, i njen trag m, zajedno s opisanim eliptičkim 
E ljkom, tad će os svakog oskulacionog kružnog valjka tog eliptičkog 
valjka kružnice c opisati jedan sistem izvodnica jednog rotacionog hi- 
Perboloida, koje će također biti zrake našeg kompleksa. Što naime vri- 
Jedi za promjer m, vrijedi i za sve druge promjere kružnice c, a kru- 
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žnica c rotira oko osi s sama u sebi. Drugi sistem izvodnica tog hiper- 
boloida daje također zrake našeg kompleksa, budući da on nastaje rota- 
cijom oko iste osi onog oskulacionog kružnog valjka kružnice c, koji je 
s prvim simetrično postavljen s obzirom na ravninu kružnice c. Zaroti- 
ramo li oko pravca s osi svih oskulacionih kružnih valjaka eliptičkog 
valjka osnovke c,, dobit ćemo oo! rotacionih hiperboloida, kojih izvod- 


nice čine neku rotacionu i centrički simetričnu kongruenciju, kojoj je 


središte točka O, a os pravac s. 

Zavrtimo sada ravninu 0, oko pravca, na kojemu leži promjer m, a 
koji također označimo sa m. U svakoj novoj ravnini 0, pravca m nalazi 
se nova okomita projekcija hn kružnice c, koja će biti osnovka jednog 
novog uspravnog eliptičkog valjka. Svaki taj valjak imat će opet oo! osi 
svojih oskulacionih kružnih valjaka, koje čine za svaki od njih jedan 
novi valjak 6. reda, budući da je tog reda evoluta elipse. Svakoj ravnini 
0x pravca m pripada po jedan takav valjak 6. reda, a izvodnice svih tih 
valjaka čine neku konoidalnu kongruenciju, budući da su sve zrake te 
kongruencije okomite na pravcu m, dakle usporedne s jednom ravninom, 


«t.j. sijeku njen neizmjerno daleki pravac, Istaknuti položaj unutar te . 


konoidalne kongruencije imaju oba Pliickerova konoida, kojih izvodnice 
su dvostruke grebenske izvodnice svih spomenutih valjaka 6. reda u toj 
konoidalnoj kongruenciji. Izvodnice tih Pliickerovih konoida su osi upi- 
sanih hiperoskulacionih kružnih valjaka svih spomenutih valjaka kru- 
žnice c, koji su okomiti na pravcu m [2]. 
Svakoj točki kružnice c pridružen je jedan konoid unutar ove konoi- 
dalne kongruencije, budući da se ta točka okomito projicira u jednu 
točku P," elipse cn svake ravnine 0», a svaka ta točka ima svoje središte 
zakrivljenosti, dakle i jednu zraku našeg kompleksa. Svi takvi konoidi 
unutar naše konoidalne kongruencije, pridružene promjeru m, bit će si- 
metrični s obzirom na ravninu kružnice c, budući da svaka ravnina 0, 


ima jednu simetrično postavljenu s obzirom na tu ravninu. Os s i njom < 


postavljena ravnina okomito na promjer m jesu zajednička torzalna rav- 
nina i zajednički torzalni pravac svih konoida opisane konoidalne kon- 
gruencije. Drugi zajednički torzalan pravac ovih konoida je neizmjerno 
daleki okomiti pravac na promjeru m. “i 
Što vrijedi za promjer m, vrijedi i za sve druge promjere kružnice c. 
Ako prema tome našu konoidalnu kongruenciju zarotiramo oko osi s, tad 
će svaka njena zraka i njoj simetrična zraka na ravninu kružnice € opi- 
sati jedan rotacioni hiperboloid. Izvodnice svih oo? ovako nastalih rota- 
cionih hiperboloida bit će zrake našeg pravčastog kompleksa. Iz dosada- 
šnjih razmatranja se vidi, da je taj kompleks ne samo rotacioni s prav- 
cem s kao osi, nego je on i centrički simetričan s obzirom na središte O 


kružnice c. Jer je on prema tome simetričan i s obzirom na ravninu kru- , 


vo. v . . .. . 
žnice c, možemo tu ravninu nazvati ekvatorijalnom ravninom tog kom- 
pleksa, a ravnine postavljene njegovom osi s zvat ćemo njegovim meridi- 
janskim ravninama. 
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Osim spomenutih dosada kongruencija i ploha unutar našeg kom- 
pleksa mogli bismo razmatrati i čitav niz drugih, ali to bi nas u ovoj 
radnji odvelo predaleko. U nastavku ove radnje ograničit ćemo se samo 

na jednu osobitu kongruenciju ovakva kompleksa, jer se unutar nje na- 
+ laze zanimljive pravčaste plohe, kojima ćemo se pobliže zabaviti. 

2. Kao što svaka algebarska pravčasta ploha ima svoj red i razred, 
odnosno stepen, jer su joj red i razred isti, tako i svaka pravčasta alge- 
barska kongruencija ima svoj red i razred, a pravčasti algebarski kom- 
pleks ima samo svoj stepen, budući da su mu uvijek red i razred isti. 
Pod redom nekog kompleksa razumijevamo red stošca svih zraka tog 
kompleksa, koje prolaze jednom točkom u prostoru, a taj je red uvijek 
jednak razredu krivulje, koju omataju sve zrake tog kompleksa u jednoj 
ravnini. Istražit ćemo sada stepen našeg opisanog pravčastog kompleksa. 
Iz dosadašnjih razmatranja u toč. 1. vidi se, da je svaka točka neiz- 

mjerno daleke ravnine vrh nekog stošca, odnosno valjka 6. reda unutar 
našeg kompleksa. Pogledajmo, kako to izgleda u konačnim točkama. 
Odaberimo bilo gdje u prostoru točku T, pa je rotirajmo oko osi s. Kru- 
Žžnicu, po kojoj ona putuje, označimo s v. Sjetimo se sada onog usprav- 
nog valjka 6. reda unutar našeg kompleksa, kojemu je osnovka evoluta 
elipse ć, u ravnini 0,. Kružnica v točke T probija ovaj valjak 6. reda 
u 12 točaka. Dakle svakim tim probodištem, koja mogu u parovima biti 
1 konjugirano imaginarna, prolazi po jedna izvodnica tog valjka. Rota- 

cijom ovog valjka 6. reda oko osi s za 360% dobivamo već sprijeda spo- 
menutu rotacionu kongruenciju unutar našeg kompleksa. Svako od onih 
dvanaest probodišta kružnice v s tim valjkom doći će kod te rotacije 
edamput u točku T, dakle će njome prolaziti dvanaest zraka te rotacione 

ongruencije. Sve zrake ove rotacione kongruencije jednako su priklo- 
njene prema ravnini kružnice c. Postavimo li točkom T kao vrhom uspra- 
van kružni stožac tako, da mu izvodnice s ravninom kružnice c zatvaraju 
; kutove jednake kutu, što ga zrake spomenute rotacione kongruencije za- 

tvaraju s tom ravninom, tad ovaj stožac ima s našom rotacionom kon- 
Bruencijom spomenutih dvanaest zraka zajedničkih. Jasno je, da neki 
Parovi tih zraka mogu biti i bit će konjugirano imaginarni. Svakoj rav- 
MINI 0x promjera m pridružen je na taj način jedan takav valjak 6. reda, 
akle i jedna takva rotaciona kongruencija unutar našeg kompleksa, 
kojoj točkom T' prolazi 12 njenih zraka. Točkom T prolazi dakle po 

Vanaest zraka svake ovakve rotacione kongruencije, a sve ove zrake 
Zajedno čine neki stožac, dok sve ove rotacione kongruencije zajedno 
čine naš kompleks. Vidimo prema tome, da svaki uspravan kružni stožac 
Vrha T, kojeg os je usporedna s osi s kompleksa, siječe stožac zraka našeg 
 <ompleksa, koje prolaze točkom T, u dvanaest izvodnica. Ovakav stožac 

zraka našeg kompleksa svake točke prostora jest prema tome 6. reda, 
dakle je naš kompleks 6. stepena. 
: Budući da se u opisanoj rotacionoj kongruenciji, koja je pridružena 
Jednoj ravnini o», nalazi ne samo uspravan valjak 6. reda, kojemu je 
Osnovka evoluta elipse c,, nego i njemu simetrično postavljen s obzirom 
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na ravninu kružnice c, to će stošci zraka našeg kompleksa, bilo koje točke 
u prostoru, biti simetrični s obzirom na meridijansku ravninu tog kom- 
pleksa, koja prolazi tom točkom. Osobit položaj u svakom ovakvu stošcu 
imat će one njegove izvodnice, koje su osi opisanih i upisanih hiperosku- 
lacionih kružnih valjaka kružnice c. Prvih ima četiri, od kojih dvije 
mogu pasti skupa ili mogu biti konjugirano imaginarne, a sve četiri leže 
u simetralnoj ravnini. Drugih ima dvije, a one će biti dvostruke izvod- 
nice svakog takva stošca. 


Sl. 1 — Abb. 1, 


3. Na kružnici € odaberimo po volji točku P, a njenim središtem O 
postavimo ravninu 0,, koja ravninu te kružnice siječe u pravcu m. Oko- 
mita projekcija P, točke P na ravninu o; past će u jednu točku elipse €, , 
koja je okomita projekcija kružnice c na tu ravninu. (Sl. 1.) Tangenta 1 
kružnice c u točki P neka siječe pravac m (trag ravnine 04) u točki M. 
Radi afinog odnosa kružnice c i elipse c,, bit će spojnica točaka P,M = t, 
tangenta elipse c, u točki P, . Okomita projekcija Py točke Py na ravninu 
kružnice c ležat će na okomici PN spuštenoj iz točke P na promjer u 
pravcu m, budući da je ortogonalna projekcija normale neke ravnine 
uvijek okomita na trag te ravnine u ravnini projekcije. Točka N je 
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u. nožište te okomice na promjeru pravca m. Okomita projekcij 

ninu kružnice C normale P,S =n elipse c, u točki Fi nei LE 
E okomicom PyYL = n, povučenom iz točke P,' na tangentu t, gdje je 
točka L njeno nožište. Ovo izlazi iz činjenice, da je okomica n iak 
na ravninu pravaca t, ty. Okomicom s postavimo ravninu 5 1 m. Nor- 
mala 2 probada tu ravninu u točki S, a promjer m siječe u točki K. Tam 
; genta t, elipse c, neka siječe ravninu 5 u točki U. Poznato je da će na 
> spojnici KS ona točka R biti središte zakrivljenosti elipse c, u točki P,, za 
= koju će vrijediti razmjer MP,:P,U = KR: RS, pa se potoku to pm 
pore točka R dade 1 odrediti. Osim toga poznat je i ovaj gadinjas: 
iP, :RS = ME :KO. Točka S nalazi se na produženoj maloj osi B,O 
elipse €, u ravnini .%. U točki R postavljena okomica a | PP, na rakudim 
TA elipse €, je zraka našeg kompleksa. Okomito projicirane točke R, S na 
=> kružnice € označimo s R', S', a usporednica sa spojnicom SO po- 
vučena točkom R sjeći će promjer m u točki Q. Budući da su ravnine 
(RR Q), (PP,Py) usporedne s ravninom _, to iz našeg posljednjeg raz- 


di meu ht O pkivan je s pramenom zraka k; vrha P, jer su pri- 
e međusobno okomite. Odavle izlazi, da su i pramenovi 
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zraka O (mi), P (r') projektivno pridruženi. Jer je, međutim, zraci OP u 
pramenu O (mi) pridružena u pramenu P (r') zraka PO, to izlazi, da su 
pramenovi zraka O (mi), P (ri) perspektivno pridruženi. Uzmemo li sada 
u pramenu O (mi) zraku okomitu na promjer OP, bit će toj zraci u pra- 
menu P (r') pridružena zraka s njom usporedna, koja se poklapa s tan- 
gentom 1. Izlazi dakle, da je proizvod perspektivnih pramenova O (mi). 
P (1) niz točaka Ki na nekom pravcu b, koji je okomit na polumjeru OP 
kružnice c. Dakle p||t. Ova nam činjenica dalje direktno kaže, da su 
radi Mi Ki: KO = MiLi: LO svi omjeri Mi Li : Li P jednaki, dakle i svi 
omjeri PF;:FiO imaju konstantnu vrijednost. Jer su točke O, P stalne. 
izlazi, da čitav stožac '", odnosno smjerovi svih njegovih izvodnica i 
njima pridružene ravnine gi, imaju jednu zajedničku točku F na polu- 
* mjeru OP. Odaberemo li onu izvodnicu stošca '', kojoj se projekcija k 
podudara s tangentom # kružnice c, tada njoj pridružena ravnina gi ima 
svoj trag i u produženom polumjeru OP. U toj ravnini nastala elipsa c;' 
imat će u točki P tjeme, a točka F bit će joj središte zakrivljenosti u tom 
tjemenu. Označimo li polumjer kružnice € sa d, a malu os one elipse c;', 
kojoj je točka P tjeme, označimo sa b, onda je b = dsiny, gdje je y 
poznati kut izvodnica stošca PY s njegovom osi. Budući da polumjer 
zakrivljenosti e elipse ć, u tjemenu P iznosi e = b?/d = (d sin y)?/d = 
= d sin? y, to smo time uspostavili. vezu između dužine FP = e i kuta y. 

Točki P, elipse ć,, u ravnini 0, pridružena zraka a našeg kompleksa 
probada, kao što je poznato, ravninu kružnice c u točki V. Ova je točka 
i na tragu 7, budući da je zraka a u ravnini (P,r), dakle je ona sjecište 
pravaca ri a (RO) u ravnini kružnice c. U pravac k&' na ravnini kru- 
žnice c projicira se osim izvodnice PP, stošca '/ i njoj simetrično posta- 
vljena izvodnica tog stošca ispod ravnine kružnice c. Dirna ravnina sto- 
šca W/ duž te nove izvodnice imat će isti trag r u ravnini kružnice c, a s 
njom povezana zraka našeg kompleksa bit će simetrično postavljena 
iznad ravnine kružnice c zraci a. Te dvije zrake sjeći će se prema tome 
u točki V ravnine kružnice c. Uzmemo li sada redom sve izvodnice stošca 
Y, tad svakoj toj izvodnici i njoj simetrično postavljenoj na ravnini 
kružnice € pripada u toj ravnini jedna točka V;. Ovim izvodnicama pri- 
družene zrake a: našeg kompleksa projicirat će se na ravninu kružnice ć 
u pramen zraka F (a1), koji je perspektivan s pramenom P (ki), jer su 
pridružene zrake a, k usporedne u prostoru, a prema tome i njihove pro- 


jekcije na ravnini kružnice c. Saznali smo malo prije, da je P (ki) AP (ri). 


Jer je međutim P (ki) AF (m), to jei P (ri) A F (ai). Točke Vi su prema 
tome proizvod dvaju projektivnih pramenova pravaca, t. j. geometrijsko 
mjesto tih točaka je krivulja 2. stupnja. Budući da su zrake v, v; dvo- 
struke zrake projektivnih hiperbolički involutornih pramenova P (r/), 
P (ki), to u projektivnim pramenovima zraka F (ai), P(r') postoje dva 
para pridruženih usporednih zraka, dakle će geometrijsko mjesto točaka 
V; biti neka hiperbola d u ravnini kružnice c, koja prolazi točkama F, P- 
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i Vodnice &, k9 i k,, 


i 


Iz činjenice, da je ravni I i 

= Izčin, ; je ravnina vrha ? i osi s simetr 1 

nr je 1 simetralna ravnina s 4 

Ki e. 2 om PF . hiperbole, a točke P, F njena in ZA 

1 jelu ravnine kružnice € u 

št . a 

lazi tangenta £, nalaze se projekcije ki mi 

= seter projekcije ki realnih parova izvodnica stošca 
: čno postavljene na ravninu kružnice €. I 

U, V, nalaze se projekcije ki: konjugi imagi sadi sječa 

 dreetak nea a , onjugirano imaginarnih, na ravninu kru 

( Z vljenih, parova izvodnica stoš izlazi, 

: stošca '/ i 
| ca 7. Odavle izlazi, 


Sl 2 — Abb.2 


da će č 

di se u točkama V; onog dij i 

moe | ije j i toč 

SJEĆI parovi konjugirano mi a i a ori ska 
mk rano I zraka našeg kompleksa. 

rio . slome '/ neku izvodnicu k i njoj simetrično postavljenu 

Bovine panja €, pa na tom stošcu odaberemo tim dvjema 

ljalno simetrične izvodnice A", k,% tad će se ovom no 


Vom a Š Ki m . 

aje i. hd pm k%, k,* stošca pridružene zrake našeg kompleksa 

> sjeca i V na hiperboli d, koja je simetrično postavljena s 

om V s obzirom na realnu os FP te hiperbole. Budući da 
k," imaju isti prikloni kut o, odnosno 360% — o, 
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prema ravnini kružnice c, to će se tim izvodnicama pridruženi parovi 
zraka našeg kompleksa sjeći negdje ispod točke F, odnosno iznad nje, 
dakle na okomici d, ravnine kružnice c postavljenoj u točki F ito u 


točkama simetrično postavljenim s obzirom na ravninu te kružnice. 

Kad bi sada svim realnim i imaginarnim izvodnicama stošca # odre- 
dili pridružene zrake našeg kompleksa, dobili: bismo neku pravčastu 
plohu, koja prema dosadašnjim razmatranjima ima dvije simetralne 
ravnine (ravnina kružnice c i ravnina (Ps)), jedan dvostruki pravac d, 
i jednu dvostruku hiperbolu d. Promotrimo pobliže ovakvu pravčastu 
plohu. : 

Parovi simetralnih izvodnica &, 2% i k,, k,% jesu dijametralni parovi 
izvodnica stošca W, dakle će se parovi dirnih ravnina tog stošca duž tih 
dijametralnih parova izvodnica sjeći u takvu pravcu vrha P, koji je 
okomit na ravninu tih parova izvodnica, a leži u simetralnoj ravnini (Ps). 
Budući da se tim izvodnicama stošca Y pridružene zrake našeg kom- 
pleksa nalaze upravo u tim dirnim ravninama, a presječnica tih dirnih 
ravnina leži u ravnini (Ps), dakle siječe pravac d, koji je u toj. ravnini, 
to će ta presječnica sjeći okomicu dy u njenu zajedničkom probodištu 
s takvim parom dirnih ravnina. Postavimo li prema tome jednim parom 
zraka našeg kompleksa, koje se sijeku u jednoj točki D dvostrukog 
pravca d,, ravninu, onda je spojnica točke D dvostrukog pravca d, s 
točkom P uvijek okomita na toj ravnini. Odavle direktno izlazi, da rav- 
nine onih parova izvodnica ovakve pravčaste plohe, koje se sijeku na 
dvostrukom pravcu d,, omataju paraboličan valjak, kojemu tjemena 
izvodnica p prolazi točkom F usporedno s tangentom t, a tangenta # mu 
je žarišna os. Ova naša pravčasta ploha je prema tome geometrijsko 
mjesto pravaca, koji leže u dirnim ravninama jednog paraboličkog 
valjka, koji sijeku jednu hiperbolu, koja taj valjak dira, 1 jednu tan- 
gentu tog valjka, koja tu hiperbolu siječe. Poznato je, da ovakve prav“ 
časte plohe ubrajamo u pravčaste plohe 4. stupnja V. vrste prema ras- 
podjeli po STURMu [3]. Da je ova pravčasta ploha uistinu 4. stupnja, 
može se lako zaključiti i ovako: Uzmemo li hiperbolu d, pravac d i neiz- 
mjerno daleku kružnicu stošca '“ kao ravnalice triju pravčastih kom- 
pleksa, onda je ova ploha prijesjek ovih triju kompleksa, budući da 
njene izvodnice sijeku ravnalice ovih triju kompleksa. Vidjeli smo, da 
pravac d, siječe u jednoj točki hiperbolu d, a ova opet neizmjerno daleku 
kružnicu stošca X u dalje dvije točke, budući da su asimptote ove.hiper- 
bole usporedne s izvodnicama v, v, tog stošca. Stupanj ovakve pravčaste 
plohe, nastale kao prijesjek triju pravčastih kompleksa, dobije se po- 

moću poznate formule 2 (7, 72: 79) — (amy + bno + cng), gdje su n> 
nx, ng redovi ravnalica, odnosno stupnjevi kompleksa, a veličine a, b, € 
daju nam brojeve sjecišta druge i treće ravnalice, prve i treće ravnalice 
i prve i druge ravnalice tih kompleksa [4]. U našem je dakle slučaju 
stupanj plohe jednak 2(2:2:1)—(2:1+2:1) =4. 

Točka P nalazi se na žarišnoj osi našeg paraboličkog valjka, t. j: na 
prijesječnici izotropnog para dirnih ravnina tog valjka, a osim toga je 
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sk 


ona i u simetralnoj ravnini te plohe. U svakoj ravnini pravca d, nalazi 
se po jedan realan ili konjugirano imaginaran par izvodnica naše plohe 
koje se sijeku u jednoj točki hiperbole d, a svaka od njih leži u jednoj 
- dirnoj ravnini našeg paraboličkog valjka. Ravnina pravca d, i točke P 

je simetralna ravnina naše pravčaste plohe i siječe opisani parabolički . 
valjak okomito. Ova ravnina siječe prema tome izotropni par dirnih 
ravnina našeg paraboličkog valjka, koje prolaze točkom P, u paru izo- ' 


 tropnih pravaca, koji su izvodnice ove naše pravčaste plohe. Točka P je 


dakle izolirana kružna točka [5] naše pravčaste plohe. 


' U svakoi dirnoj ravnini našeg paraboličkog valjka nalaze se po dvije 
 izvodnice ovakve pravčaste plohe, koje se sijeku na pravcu d,. U izo- 
tropnim dirnim ravninama tog valjka, koje prolaze pravcem t, padaju 
u svakoj od njih ove dvije izvodnice skupa, a obje ove dvoznačne izvod- 
nice leže u simetralnoj ravnini (Pd,). Odavle izlazi, da su izotropne 
izvodnice ovakve pravčaste plohe, koje se sijeku u točki P, a leže u si- 
metralnoj ravnini te plohe, njeni torzalni pravci, kojima kao torzalne 
ravnine te plohe pripadaju izotropne ravnine žarišne osi t. 

. Dio hiperbole d, na kojoj leži točka P, jest izolirani dio dvostruke 
linije naše plohe, pa se u točkama duž tog dijela dvostruke linije d sijeku 
samo konjugirano imaginarni parovi izvodnica. Na dijelu hiperbole d, 


. o: . 
L K. pjenu leži točka F, sijeku se samo realni parovi izvodnica naše 
plohe. U ravninama položenim pravcem d, usporedo s asimptotama hi- 


perbole d, nalaze se realni neizmjerno daleki torzalni pravci te plohe 
a te su im ravnine torzalne. Ki ' 


ća < PPTES 
Iz naših dosadašnjih razmatranja izlazi, da možemo napisati ovaj sta- 


ovak: Geometrijsko mjesto osi onih oskulacionih kružnih valjaka jedne 


mace i, jednoj njenoj točki, koji s tangentom te kružnice u toj točki 
araju jednake kutove, jest pravčasta ploha 4. stupnja V. vrst j 
U toj točki ima izoliranu kružnu točku. đ ps a ola 
Be vrijedi za točku P, vrijedi i za sve ostale točke kružnice c. Našem 
E mpleksu pripadaju prema tome svi oni parovi izotropnih zraka, koji 
e sijeku na kružnici c, a leže u meridijanskim ravninama tog kompleksa. 
Milenjajmo sada veličinu kuta y, koji izvodnice stošca X čine s tan- 
gentom £. Svaki novi kut y: dat će nam novi stožac "/;, a ovaj opet njemu 


. Pridruženu pravčastu plohu 4. stupnja V. vrste. Sve ove plohe imat će 


Z 2 "VI. . . . . . . . . 
ajednički par izotropnih izvodnica u zajedničkoj simetralnoj ravnini 


A 5), koje se sijeku u točki P, budući da izotropni par ravnina tangente f 
Ta opisane paraboličke valjke svih ovih pravčastih ploha 4. stupnja 
E> vrste vezanih uz točku P. Iz izraza FP = e = dsin?y vidi se, da sa 
malom kuta y raste i duljina FP, a kut asimptota hiperbole d, koja je 
pru a linija ovakve plohe, opada. Sve ovakve plohe zajedno, pri- 
ene točki P, čine jednu kongruenciju, koju možemo definirati kao 


Ma rjsko mjesto osi oskulacionih kružnih valjaka kružnice c u njenoj 


2 B rašto je, da se strikciona linija neke pravčaste plohe podudara 
vuljom njene prave konture onda, kada je direkcioni stožac te plohe 
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uspravan kružni, a smjer projiciranja se podudara s osi tog stošca [6]. 
Budući da kod naše pravčaste plohe 4. stupnja V. vrste imamo takav 
slučaj, to ne će biti teško odrediti njenu strikcionu liniju. Vidjeli smo, 
da parovi izvodnica ovakve naše plohe, koji se sijeku na njenu dvostru- 
kom pravcu d,, leže u ravninama, koje omataju parabolički valjak. Ža- 
rišna os tog valjka je tangenta t, a tjemena izvodnica prolazi točkom F. 
Tangenta t je os direkcionog stošca naše plohe za vrh P. Projiciramo li 
prema tome našu plohu u smjeru tangente # na neku ravninu a, tad će 
kontura te projekcije ove plohe biti prijesječna parabola našeg parabo- 
ličkog valjka s tom ravninom a. Odavle izlazi, da se strikciona linija, kao 
prava kontura ovakva projiciranja nalazi na površini tog valjka. Ova 
će strikciona linija biti prema tome geometrijsko mjesto 'dirališta izvod- 
nica te plohe s tim paraboličkim valjkom. Poznato je, da tjemena tan- 
genta parabole raspolavlja udaljenost na svakoj njenoj tangenti ome- 
đenu diralištem i sjecištem na osi. Analogno vrijedi naravno i za 
parabolički valjak. Postavimo li prema tome tom strikcionom linijom 
valjak okomit na ravninu kružnice c, bit će njegova osnovka u toj rav- 
nini hiperbola, koja leži centrički simetrično s hiperbolom d s obzirom 
na točku F kao središte simetrije. Ovo izlazi odatle, što tjemena dirna 
ravnina našeg paraboličkog valjka raspolavlja udaljenost na svakoj 
izvodnici naše plohe, omeđenu njenom centralnom točkom i točkom na 
dvostrukoj hiperboli.d u ravnini kružnice c, kao simetralnoj ravnini tog 
paraboličkog valjka. Sva se ta polovišta nalaze, međutim, upravo na dvo- 
strukom pravcu d,, budući da je on u tjemenoj dirnoj ravnini tog pa- 
raboličkog valjka. Osim toga se u svakoj paralelnoj projekciji projicira 
polovište neke dužine u polovište njene projekcije, a time je naprijed 
spomenuta tvrdnja i dokazana. 


Vidimo prema tome, da je strikciona linija naše pravčaste plohe pro- 


dorna krivulja jednog paraboličkog i jednog hiperboličkog valjka, koji. 


su jedan na drugom okomiti, a diraju se u jednoj točki njihovih tjeme- 
nih izvodnica. Ta će strikciona linija dakle biti prostorna krivulja 4. reda 
I. vrste s dvije simetralne ravnine i jednom dvostrukom točkom u konač- 
nosti, koja leži na pravcu OP u simetralnoj ravnini. U beskonačnosti 
dira ta krivulja na dva mjesta neizmjerno daleku ravninu. 


Mijenjamo li neprekinuto veličinu našeg poznatog kuta y, dobit ćemo 
neprekinuto povezani sistem naših pravčastih ploha 4, stupnja V. vrste, 
koje sve zajedno -čine već malo prije spomenutu kongruenciju. Strik- 
cione linije tih ploha prelazit će kontinuirano također jedna u drugu. 
dakle će sve zajedno činiti neku opću plohu, kojoj će spojnica OP biti 
dvostruki pravac, Ova se opća ploha sastoji prema našim razmatranjima 


iz dirališta izvodnica spomenutih pravčastih ploha 4. stupnja V. vrste: 


pridruženih točki P, s tim plohama pridruženim opisanim paraboličkim 
valjcima. Zajednički izotropni par izvodnica svih tih pravčastih ploha. 
koje se sijeku, kao što znamo, u točki P, dira također, ali u parovima 
konjugirano imaginarnih dirališta, svaki taj parabolički valjak. Parovi 


* . . % . . . >A sa S X 
ovih konjugirano imaginarnih dirališta leže na ravnalicama prijesjeć- 
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nih parabola tih valjaka sa simetralnom ravninom (Ps). Ovaj zajednički 
izotropni par izvodnica nalazi se prema tome čitav na toj općoj plohi 
spomenutih strikcionih linija. Opisani parabolički valjci svih ovih prav- 
- častih ploha 4. stupnja V. vrste točke P diraju se međusobno, kao i neiz- 
mjerno daleku ravninu, duž neizmjerno dalekog pravca ravnine kru- 
. žnice c, budući da je ova ravnina njihova zajednička simetralna ravnina. 
Strikcione linije ovih pravčastih ploha, koje leže na tim paraboličkim 
valjcima, dirat će prema tome njihovu zajedničku neizmjerno daleku 
.dirnu ravninu duž tog istog pravca, i to svaka od njih u drugom paru 
točaka. Ovaj par točaka određen je poznatim parom pravaca v, v, točke 
P u ravnini kružnice c za svaku takvu plohu. Izlazi dakle, da naša opća 
ploha strikcionih linija svih spominjanih pravčastih ploha točke P dira 
neizmjerno daleku ravninu i sve pripadne paraboličke valjke duž neiz- 
mjerno dalekog pravca ravnine kružnice c, 

Postavimo li, da bude poznati kut y = 90%, t. j. da stožac “ vrha P 
i osi £ prijeđe u okomitu ravninu na tu os, stegnut će se ovom kutu y 
pridružena pravčasta ploha 4. stupnja V. vrste u pramen pravaca 2. ra- 
zreda, koje će na temelju razmatranja u radnji »O A eno lostenika kru- 
žnim valjcima jedne kružnice« omatati parabolu u ravnini osi s i točke P, 
kojoj je točka P žarište, a točka O tjeme. Strikciona linija ove degene- 
rirane pravčaste plohe jest ova parabola sama, dakle se i ona nalazi na 
Plohi strikcionih linija svih naših pravčastih ploha 4. stupnja V. vrste 
. pridruženih na opisani način točki P. 
Iz činjenice, da zajednička simetralna ravnina (25) svih opisanih prav- 
 častih ploha pridruženih točki P, siječe opću plohu sastavljenu iz strik- 
Cionih linija svih tih pravčastih ploha u dvostrukom pravcu OP, u jednoj 
paraboli i u jednom paru izotropnih pravaca, izlazi, da je opća ploha 
strikcionih linija svih pravčastih ploha 4. stupnja V. vrste pridruženih 
otočki P 6. reda. Ć 
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ViLiM NIČE 


DER ACHSENKOMPLEX 
DER OSKULATORISCHENKREISZYLINDER 
EINESKREISESUNDEINIGE SEINERFLACHEN 
E UND KONGRUENZEN* 


= Die Strahlen des Mittelpunktes O eines Kreises c sind die Achsen der 
diesen Kreis enthaltenden Zylinder 2. Grades. Die Achsen der co1 osku- 
 latorischen Kreiszylinder des einen diesen Kreis c enthaltenden Zylin- 
 ders, die auch den Kreis c oskulieren, bilden, wie bekannt, einen Evolu- 
tenzylinder 6. Ordnung. Die “Achsen der oskulatorischen Kreiszylinder 
aller oo? den Kreis € enthaltenden Zylinder 2. Grades, oder, die Achsen 
der oo oskulatorischen Kreiszylinder des Kreises c, bilden einen alge- 
braischen Strahlenkomplex, der wahrscheinlich vom 6. Grade sein wird. 


, * Originaliiberschrift dieser Arbeit: Kompleks osi oskulacionih kružnih valjaka 
Jedne kružnice i neke njegove plohe i kongruencije. 
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| 1 . Grade ist. Da jeder algebraische Strahlen- 
maa pe vanj hat, .* ist Achsenkomplex der oskulatorischen 
Kreiszylinder eines Kreises vom 6. Grade. . . 

Die erwahate in diesem Strahlenkomplex sich befindende aj taca 
Strahlenkongruenz befindet sich auch in dem singularen Vje : Tr a 
lenkomplex der auf dem Durchmesser m senkrechten unendlich tern 
Leitgeraden, ist also auch 6. Ordnung und 6. Klasse. 

Die Erzeugenden der durch das Drehen eines auf dem kare e 
senkrechten Evolutenzylinders entstandenen na e be a 
eine rotatorische Strahlenkongruenz 12. Ordnung und 12. rad ja ia 
diesen zwei Strahlenkongruenzen werden wir noch die a ge ke im 
Achsenkongruenz der den Kreis c in einem Punkt P oskulieren s * . 
zylinder betrachten, da sich in dieser Strahlenkongruenz K ove 
Regelflichen 4. Grades befinden, deren Erzeugende mit . zgeje | 
des Kreises c im Punkt P den gleichen Winkel bilden. Die Stra - 
gruenz der Achsen der hyperoskulatorischen Kreiszylinder eines Kr 

. wurde bereits in einer anderen Abhandlung “o EE S de, 
ide eine den Mittelpunkt O des Kreises c enthaltende n 0 
die i reisebene in der Gere m. Die orthogonale Projektion a av 
beliebigen Punktes P des Kreises c auf die Ebene 0 befindet sicl : ia 
verstindlich auf der gleichartigen Projektion c, des Kreises c <. Pa 
selbe Ebene. Der Schnittpunkt der Tangente # des Kreises -* < k x 4 
und der Geraden m bezeichne man mit M. Abb. 1. Die Ver s u i“ 
gerade f, der Punkte M, P, wird die Tangente der Ellipse c, E K jas 
Die orthogonale Projektion P,' des Punktes P, auf die boo > .. 
c liegt auf der den Punkt P enthaltenden Senkrechten au ri a 
den m, da diese Senkrechte die orthogonale Projektion au sia 
fikžae der Verbindungsgeraden PP, L o ist. Der Punkt N mai o 
punkt dieser Senkrechten auf der Geraden m. Die dig e, x, da : 
tion x“ der Normalen n = P, S der Ellipse c, im Punkte P, au a a) , 
des Kreises c fallt mit der auf die Tangente ć gefallten und den na ić 
enthaltenden Senkrechten P,' L zusammen, da die Normale . au : 
Ebene der Geraden (, t, senkrecht steht. Der Punkt L ist der mea 
dieser Senkrechten auf der Geraden /. Nun soll fir die Ebene 5 s 
Achse s.X __L m gelten. Die Normale n schneide die Gerade m a unk 
K und die Ebene 5 im Punkt 5, wahrend die Gerade t, diese Aa 
Punkt.U schneidet. Wie bekannt, gilt fir den Ka nn se: 
der Ellipse €, im Punkt P, auf der Normalen » =a Zo . 
MP,:P,U = KR: RS. Es gilt ausserdem P,R: Rs = MK: KO. =. . 
Punkt A auf die Ebene o gefallte Lot a | PP, ist ein Strahl Fui + < 
lenkomplexes. Die orthogonalen Projektionen der Punkte R, u o 
Ebene des Kreises c bezeichne man mit R, S“ und die mit SO ok g 
Punkt R parallel gezogene Gerade schneide die Gerade m a: sA A Ž 
Auf Grund der parallelen Lagen der Ebenen (R R Q) und ( Ek DO 
auf“ Grund der oben erwihnten Proportion folgt MK : KO = e a 
Wegen R'Q|PN gilt fir den Schnittpunkt F der Verbindungsgera 
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RQ und PO die Proportion PF:FO = NQ:Q0. Da aber OP IZL LA 
ist, gilt auch MK:KO = ML:LP, bzw. ML:LP = NQ:Q0 = PF: FO. 
Es sei der Scheitel des Kreiskegels ', fir den die Tangente £ Achse, 
* und der Strahl PP, eine Erzeugende sind. Die in der Ebene des Kreises c 
.liegenden Erzeugenden v, v, dieses Kegels bilden mit der Achse £ den 
mit dem Winkel der Geraden # und PP, gleichen Winkel y. Da die Nor- 
male » der Ellipse ć, im Punkt P, senkrecht auf der Ebene (P, £) steht, 
wird sie in der Beriihrungsebene des Kegels lings der Erzeugenden PP, 
. liegen miissen. Die Spur r = PK dieser Beriihrungsebene in der Ebene 
des Kreises € kann mittels des harmonischen Strahlenwurfes vVvVvkr) = 
(= —1(k =PP,) erhalten werden, da r der Polarstrahl der Ebene 
(2P,P,) beziglich des Kegels '“ ist. Der der Erzeugenden PP, zuge- 
ordnete Komplexstrahl a durchliuft den Schnittpunkt V der Spurgera- ' 
den 7» und der Geraden R'Q =a 
Es sei irgend eine neue Erzeugende PP; des Kegels W gegeben. Die 
 Spur zu der auf diese Erzeugende senkrechten und ihr zugeordneten 
. Ebene o: wird wieder senkrecht auf die Projektion hk; = PP/ dieser Er- 
. zeugenden sein. Die Normale 1: der zugeordneten EFllipse ci: im Punkt Pi 
wird wieder in der Beriihrungsebene des Kegels W langs der Erzeugen- 
den PP; liegen. Die mittels des harmonischen Štrahlenwurfes (v u, ki “= 
= — —1 erzeugte Spur r:; dieser Beriihrungsebene wird von der Spur ni 
der Ebene 0; im Punkt N; geschnitten. Die Gerade € werde von der Spur 
Ziim Punkt M; geschnitten. Bezeichnet man auch hier den Schnittpunkt 
der Geraden ki, # mit Li, so wird es auf dem Halbmesser OP einen 
oPunkt ZF; geben, der mittels der Proportion M:Li: LIP = PE: F10 be- BK 
stimmt werden kann, Es war ersichtlich, dass r, € und ni, ki Paare zu- 
. geordneter Strahlen des hyperbolisch involutorischen Strahlenbiischels 
des Scheitels P sind, dem die Geraden v, v, als Doppelstrahlen ange- 
horen. Der Biischel O (ni) der Strahlen mi des Scheitels O ist projektiv 
dem Biischel 2 (k:') der Strahlen kh: des Scheitels P zugeordnet, da die 
. Paare zugeordneter Strahlen aufeinander senkrecht stehen. Es folgt also, 


) i 
dass auch O (m) A P (ri) gilt. Da aber in diesen Biischeln der Strahl PO 


Sich selbst zugeordnet ist, wird O (m) AP (ri). Dem auf OP senkrecht 
. stehenden Strahle des Biischels O (mi) ist im Biischel O (ri) die Gerade 
z 1 OP zugeordnet, also muss das Erzeugnis der perspektiven Strahlen-- 


 biischel O (mi) A P (ri) eine Punktreihe K; auf einer Geraden p || 4 sein. 
uf Grund des Doppelverhiltnisses MK:KO = PF:FO wird die Ge- 
K rade p den Punkt F enthalten. Allen Erzeugenden des Kegels 7, be- 
 Zlehungsweise den ihnen zugeordneten Ebenen o:, ist also der Punkt F 
auf dem Halbmesser OP gemeinsam. Es ist leicht zu beweisen, dass 
PP=0p sin? y ist. i 
> Die in der Ebene des Kreises c sich befindenden orthogonalen Pro- 
Jektionen a der mit den Erzeugenden des Kegels parallelen Komplex- 
strahlen 2: enthalten den Punkt F, also schneiden alle diese Komplex- 
Strahlen a; eine auf diese Kreisebene im Punkt F lotrechte Gerade d, . Die 
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Schnittpunkte V; dieser Strahlen di mit der Ebene des Kreises € erschei- 
nen als Erzeugnis der Strahlenbiischel F (af) und P (ri). Auf Grund von 


F (ai) AP (ki) und P (ri) AP (k/) gilt auch F (ai) AP (ri), also wird das 


erwšhnte Erzeugnis eine'Kurve 2. Grades sein. Jeder Punkt dieser Kurve 
ist der Schnittpunkt eines beziiglich der Kreisebene symmetrischen Kom- 
plexstrahlenpaares. Auf Grund der Tatsache, dass in den projektiven 


Strahlenbiischeln F (a/) AP (ri) sich zwei Paare zugeordneter, mit den 
Geraden v, v, paralleler Strahlen befinden, wird die erwahnte Kurve 
2, Grades eine Hyperbel d, die mit der Geraden v, v, parallele Asymp- 
toten hat und die Punkte F, P als Scheitel besitzt. Man sieht also, dass 
alle mit den Erzeugenden des Kegels parallele Komplexstrahlen 4; 
cine Regelfliche bilden, die beziiglich der Ebene (Pd,) symmetrisch ist 
und die Gerade d, und die Hyperbel d als Doppellinien enthalt. Die 
lings eines diametralen Erzeugendenpaares den Kegel # beriihrenden 


Ebenen schneiden sich in einer in der Symmetrieebene sich befindenden 


Geraden l, die senkrecht auf der Ebene dieses diametralen Erzeugenden- 
paares steht. Die diesem diametralen Erzeugendenpaare zugeordneten 
Komplexstrahlen werden den Schnittpunkt D der Geraden I, d, ent- 
“halten. Aus der Tatsache, dass die Gerade I eine Senkrechte der Ebene 
der im Punkt D sich: treffenden Komplexstrahlen ist, und dasselbe fiir 
alle Ebenen der in Punkten der Geraden d, sich treffenden Komplex- 
strahlenpaare gilt, folgt, dass die Ebenen aller in den Punkten der Ge- 
raden d, sich treffenden Komplexstrahlenpaare einen parabolischen Zy- 
linder einhiillen, dem die Gerade p die Scheitelerzeugende und die Ge- 
rade t die Brennachse sind. Der geometrische Ort der mit den Erzeugen- 
den des Kegels Y parallelen Komplexstrahlen unseres Komplexes ist 
also eine Regelfliche, deren Erzeugenden die Hyperbel d und die Ge- 
rade d, schneiden, und den erwžihnten parabolischen Zylinder beriihren. 
Auf Grund der Tatsache, dass die Gerade d, die Hyperbel d schneidet 
und beide den parabolischen Zylinder berihren, folgt, dass dies, der 
SruRmschen Finteilung nach, eine Regelflache 4. Grades V. Art ist. In 
den Punkten des den Punkt P enthaltenden Teiles der Hyperbel 
schneiden sich Paare konjugiert imaginarer Erzeugenden dieser Regel- 
fliche, wihrend der Punkt P ein isolierter Kreispunkt ist, in dem sich 
ein Paar isotroper Torsalgeraden trifft. Die dazu geh&renden Torsal- 
cbenen sind als das isotrope Ebenenpaar der Geraden # bestimmt. 

Variiert man die Grčsse des Winkels y, so gehčrt jedem dieser Winkel 
cine derartige Regelfliche 4. Grades V. Art. Die Erzeugenden dieser oo! 
Regelflachen bilden also die Strahlenkongruenz der Achsen der im 
Punkt P den Kreis c oskulierenden Kreiszylinder. 

Wie bekannt, ist € der Richtkegel der ihm zugeordneten Regelflache 
4, Grades V. Art. Auf Grund dessen kann die Striktionslinie dieser Fla- 
che als ihre Eigenschattengrenze beziiglich der mit der Geraden t pa- 
rallelen Lichtrichtung bestimmt werden. Mittels einer bekannten Para- 
beleigenschaft karin weiter leicht bewiesen werden, dass man diese Strik- 
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tionslinie als Durchdringungskurve des erwihnten paraboli . 
u K olis - 
ders und eines mit der Geraden d, parallelen ir kenčheu Zetra sa 
men. kann, wobei die Basis des letzteren Zylinders in der Kreisebene 
die zur Hyperbel d beziiglich des Punktes F zentralsymmetrisch liegende 
Hyperbel ist. Die Striktionslinie ist also eine Raumkurve 4. Ordnun 
I. Art. Die Striktionslinien aller derartigen dem Punkt P dužan 
Regelflichen 4. Grades V. Art sind im Raum stetig verbunden, bilden 
Mo eine Flache, der die Gerade OP als Doppelgerade angehčrt Bei 
1 E geht der Kegel 7 in einen gewGhnlichen Strahlenbiischel und 
ie gu gehorige Regelflache 4. Grades V. Art in einen doppelwertigen 
. Strahlenbischel 2. Klasse iiber. Dieser Strahlenbiischel 2. Klasse ist i 
ei cos fr agi ema O und dem Brennpunkte P geh&renden 
'bildet. Als Striktionslinie dieser degenerierte A 
4. Grades liegt diese Parabel auch auf der Desehetsbensu Ema dje 
flache der zum Punkt P gehčrenden Regelflichen 4. Grades V. Art 
Dieser Striktionslinienfliche gehčren auch die in der Symmetrieebene 
(Pd,), sich befindenden isotropen Geraden des Punktes P an, da diese 
ao Erzeugenden allen dem Punkt P zugeordneten Regel- 
M ehen 4. Grades V. Art sind und alle den zu diesen Flichen gehoren- 
E parabolischen Zylinder beriihren. Die allen Regelflichen 4. Grades 
V. Art des Punktes P gemeinsame Symmetričebene (Pd,) schneidet, wie 
man sah, diese Striktionslinienflache, auch als deren Šymmetrieebene 
in einer Doppelgeraden, in einer Parabel und in einem isotropen Ge- 
radenpaare. Diese Striktionslinienflache ist also von der 6. Ordnun 
Langs der unendlichen Geraden der Ebene des Kreises c wird dieše 
Striktionslinienflache von der unendlich fernen Ebene beriihrt. 


Angenommen auf der am 8. 1. 1957. ab Ž 
X n au mA . abgehaltenen Sitzung der Abteil: ii . 
Matische, physikalische und technische Wissenschaften. dai redni 
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Rapovan VERNIĆ 


RJEŠENJE PROBLEMA VIŠE TIJELA 


I EGZISTENCIJA RJEŠENJA 


11 Sudari su jedini singulariteti 


= Teorem I.: U problemu više tijela je gibanje regularno, ako su distan- 
Cije prema dolje pozitivno ograđene. | 

= Doxaz: a) Diferencijalne jednadžbe gibanja u problemu više tijela 
Blase u inercijalnom sustavu E 


Tada primijenimo CaucHy-PIcARDov teorem egzistencije i uniteta inte- 
grala diferencijalnih jednadžbi: »Neka nam je dan sustav diferencijal- 
Nih jednadžbi zg —Q(q...q9) (j=1...s), gdje su desne strane Q; 


alitičke i holomorfne u q,...q., za lq—q|<a (i=1...s); ozna- 
9 gornje ograde desnih strana |Q; | < A; ; tada taj sustav ima točno 
Jedno rješenje gy (t) (j= 1... 5) takvo, da je lim q=qt>t(i=1...s), 
a qu(t) su analitičke i holomorfne po € barem u intervalu It—t4|<rT, 


ob) U našem slučaju (za n = 3: SUNDMAN 1912) sustav (1) je ekviva- 
lentan sustavu 
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tu su »potencijal« = negativna potencijalna energija i distancije 


1... 
o M. 
(3) v= pa Tjk : 
(4) rje = VS (e— x)" 


Pritom ćemo stalno zbog jednostavnosti odabrati konstantu gravitacije 
(5) B=1. 

Ako je u intervalu [6 —Š, tg + 8] : Tik Ze >0, kako suponiramo za bilo 
koji par indeksa j < k, onda je 


iva kog > , 
VS X mmle=e7 Žž mm<+o, (b—8S=tEt). Nadalje: 
ra! g sada 


Č k Č sm. HE 1 . 
BV __ S mima, miša X uma (k—%)  Kosinusi smjera 
dai ja o nk Eni jA 
i — Kk 
6 COS Oj = — 
(6) j e 
zbog | cos ajx| S 1 također ograđeno: 
2V 


n ud A 
S mmelrš, S £72 X mima < + oo. 
Ox| ki k=1 


Dakle postoje ograde a:, A: i holomorfnost u [#,— 0, to + 8], te to isto 
vrijedi i za rješenje 2: (4), g: (t), zi (1). Dakle teorem ne vrijedi točno tada, 
kad V nije prema gore ograđeno, odnosno 7;x prema dolje; q. e. d. 

2. Nema pseudosudara O riu X €. Definicija II.: Ako SU Tjk među- 
sobne udaljenosti masa mimx (jEk=1...n), onda velimo, da imamo 
sudar u slučaju ri = 0. Ako je samo jedan takav par masa, sudar je 
dvojni ili binaran; ako je ru = 0, Tin =0 (ri =0) sudar je trojni ili 
ternaran; ako je rit =0 za sve jstk=1...n, imamo opću koliziju; ako 
je ris = O za razne skupine indeksa j Ek po A, B,... $ njih (A+B+ 
+... +5 =), imamo višestruku parcijalnu (simultanu) koliziju. Za su- 
dare je dakle O < r;x Ce u intervalu vremena [ty — 0, | a ' 

Definicija III.: Ako je skup vrijednosti rix >> 0 (j 5 k) prema dolje 
samo nulom ograđen: O<rix Še u intervalu (h—8<t E bo) ili: za 
t>t,, lim rjx = lim inf rjx =.0, a da usto ne postoji lim 7;x = 0, velimo, 


da imamo pseudosudar (PAINLEVE 1897). Tu je načelno moguće, da se u 
blizini časa pseudosudara ć stalno izmjenjuju distancije 7jk, koje su u 
svakom času najmanje: lim 7 (t) = lim min (rk) = 0. 

Korolar I.: Izvan sudara i pseudosudara je gibanje regularno u pro- 
blemu više tijela. ' 

Lema I.: U »iteriranim baricentričnim koordinatama« Jacosija glase 
formule problema više tijela, a napose problema triju tijela (C. G. d 
JacoBi, Werke IV, 299—306, 1842; R. Rapau, Ann. Sci. Ec. Norm. 
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(7) 


(9) 


p 


RAD sla 


Sup. (1) 5, 1868, 311—375; cf. TIssERAND 1. c. [3] 
$$ 19—23, pp. 77—86 odnosno PLUMMER 
$$ 168—169, pp. 184—186): 


Xi 


(diferencijalne jednadžbe) 


ji 


Ma) ai Kes Sim SI 
ci “0 s: 7% Dm— X Me = m m — Mia 


ls Muža: 
EA > zi g€?—U 
2 = kk Mi ši K, 


Gi (Xi, Yi, Zi) (parcijalni baricentar), X m,= u, 
Mi ==um— ui =2...n), Mo —o : 
Mi Xi = Ž My Xp —X (My — 4-4) Xp, 
(Mi— ui) = Xi— ua Xi, ša = X. 


mu (6, m, 6) (i==2...n) Cry: =a=xw— Xi, 


. 
..., 


(»Disk.« 121.1, Fig. 5, p. 39) 


(Mi — Mi-a) Ć.=u (Xi— Xia), 2.3 


, 


sie 
2=X—Xi, ć=0..; Ci=m,; 


2 | KS Mi Mia 
=S\6+ 2 Z6— 4.8) ; 


i=j+1 Mi Mj 
=XK,— kJ Mik a. la aš 
: v=i+1 M + Mi fi; o =mlC_i=SEP, 
Mi-1, E U n ' 
dati a jo i= = Mi-1 2- 
Ka fi JAG (i==2...n) I=žm a. 


D=) [Mn 
FS Ti (601,0) 
(potencijal) 


DI iš : . i x 
Za a ša (im—ni) =C,, ...; 
(integrali ploha) 


1 d?] 
agrar 


(integral energije) (LAGRANGEova formula) 


| Dokaz: a) Po definiciji parcijalnog baricentra C; je Ki= ( ba my ») : 
, 


pv= 


(LAGRANGEova funkcija) 


u »Disk«: T.I, Ch.IV, 
lc. [50] u »Disk.«, Ch. XV, 
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i A 
A Uy — Mo— 1) => : (Mo — My-1) X» 


= (tu — M-a) a 
"Time su izvedene formule (7). 
b) Po definiciji relativnih koordinata mase ?u prema parcijalnom 


Mi Xi — Miri Kia 


baricentru svih prethodnih masa ?u,... Mi—1 je i=x— Xi, (Mi — 


(Mi — Mi—a) Xi= = (Mt; Xi— Mti—1 Kud — 


= Mia) Ćk,.= (ui — Mi—a) Xi — 
Xritši= 


— (ui Kaj= Mi—1 Xia) = = Mj IK — Kia) ki== 
i—1 —1 
a m 
= ura > m -bši; u—u=ćit+ : = E, —Ni=f2; 
»S1 v=2 M 


(mi — Mia) Xi = Mi Xi—uiaXi1; (M— Mia) & = 1 (Ki— — Xia) 


(1— 22) kN K4. =. &h+X—lii—Xiu=0, 


n 
m dp oi 
Xi=Ka— X E, (8) (Zo): m=uw— Mo 2 mama 
v=i+1 iv : v=i+1 1227 


Nk — Xi 


v=i+1 1 A 
I My £ oo 4) — |x.— Žž M gušt. š| = 


va=F+1 kv Mj 


o ž 
Mk—1 my Mj—1 Ba Mk ' 
£ 5, — čČeb=-— € _— Ek 
Mk kr Žaje ly Mj k+ Uk M 
Som Sim _ Mija 
LA i— 
mi—iE=h kae, 
»aRa oo ns i 3 gra ly Mj“ 
2 
m E 
n=S(m—u)=5 a & Kk rep Mj 4) , 
, »sKla kv Mj 


Time su izvedene formule (8). 


c) Kinetička energija: T = 3; m i Sxg2. Naime: (ui — Mia)? x = 
(u 


— (u Xi— uzi Xia)", (ui— ma Eč= ue (Xi— Xia); 


W4i—1 
d = 52) = u XP — ia KLa ; 


(#i— 1ti—1) (= __ 


& (4 — Mi—1) (x? e ći :) = it XZn2 (eliminacija bilinearnog terma 
i= , 


Mi 
zoo PE S n x Ž 
g a 
KieKia) selo? Da mi xe = X mi 2 EP bn Xr; 
3 i=1 =2 ti 
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n E n 
Da mne = mL ga , < 
:==| Ž ž Mi ći + un Xr; Me Bau SE? + 
i= 


M S X; OKU, Za) G : 
n> Un\(AnUnln) = 0, 0,0), =: . Mi—i sz 
( '? ) 2T Š m žit sb (10.). 


(64 — Mia)? (gi Zi — zi 9) = (ui Ji — Mia Ua) (Ži— ui Da a 

| b E, de haa mea dali luo: Mia)? (mči— čin) = 
=u(9—U_ ' 

( m šE ZA ai ia) (Qi— Ua); 
a. ax (Zi — zi gi) — ss (nići—Či 2) = u (Ji Ži— ZU) — 


\ 
— nila (Vii Žika > IR Ua), "u 
+=1 


"u, 


a ta 


divi g ou. Ka 
M. &e.= Mi U 
Mi IJ * Ami Sid = PEEH IE, o u 


du 
= Fra T= č4AK, a ga ic e 
Mi kkoč jE a ža i sa 


de ži — ži yi) — 


dpi == Un (Un Ža —Z, O) =0, 


:Ni— Ni '“)=ca (104); integral energije: 


MESU 
EY s Ka : 
m 0 om, Šimat gda 20 418) 


= = Mi—i 
zaš Šmiz S (d+) =20— U+2K=U+2K. 
Time su izvedene ko (10). 


 LaoRanoEove jednadžbe gibanja 20: & (2T\_ 2U _, 
Ž : “ga Tie nema 


Nu... 9 di 9q 
Vanjskih sila; ia mE d(3T Biz g U 
6 Mi i, di IE =m; pa f= sa: čime 


Su izvedene formule: (9). 


' DE X 
dA) »fiktivne mase«: mi = mii. sbablskh € 
u, > >»eliminacija čvorova« (JAcosi) 


EE pjena ERI im; 
i E Šš, ) » impulsmoment C (c,, €», Ca), 


radi; k 
m tori o o (ći, Ki 8); vektorski oblik integrala ploha: žo 0 XM =cC, 
&XM.+6XM,=€C;q ed. 
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s = M: ruž =562, Ti = 
e) Verifikacija formula za a = 3:. to==0, Ma =M: Tu ski 


P.. Mi, ef, »Disk.« 121.4. p.42) 
—5(8+726) , =5(6—72t) ; (JACOBI; ch. » ; 
' '\ mi 
š Mmm, la, A E 
= zimrnj' "7 mm mbme “mms 
Ze ide EN bG=ćti , ni=r=Sx, da 
Mi) F «  m+m U ma-E me 
=5S (1x), re=S(6— 18). *= ume 8% ra 
' hu . Mmtm_ 
a— mm? (š ra) items a €—uh #+- 5 
: 2. i 
4 SRNE. s JEG ABER ann 
—— m (Gb o)tmt (— aji i pa 
1 ža 
' MmaMms 
Sp >—Ea (+9—E m (#— u), 
2 3 
. “44 u # em =, 
D s Pa 


: ' ZETI =gh.h; ded 
U=gh-U, T=; (8599450) =V+K K=fg q 


Teorem II.: U problemu više tijela Jemogući su pseudosudari. . 

Dokaz: a) Teorem se dokazuje ke ie Daksa no. i m 
OCriuLe u (p—čSNEto nu i ke 
< A.M m lim a =0= lim rix = 0, 2 O. To pak znači, da Tik > 


| j isi .— 8, tg]. Analitička provedba 
im je ru S dje £(0) zavisi o o u [to _ 3, to). A: ) di 
da poč do ka ša a o aotoj funkciji (polarni moment inercije) 


, 


1 1.21 ' 2 e n . 
(11) JsyM pa Mj MA Tik M= 2 
za koju vrijedi LAGRANGE-JACOBIjeva jednadžba 
s 18] 
== 2h 
* Zave 


h: konstanta energije. Tada se mora iz diferencijalnih eena. E 
izvesti zaključak: J > 0, kasnije čak J VO (t.j. rasa gta soli 
s obzirom na pozitivnu definitnost kvadratne forme 
za sobom Tja —> O za sve j # k. hk: sE 
b) U problemu dvaju tijela je teorem triv1ja 
e heb distancija, a limes r = 0 se dobiva direk 
šenja problema: 7 = 7 (u), t = T (u) na pr. za n 
čajsr=a(l—ecosu), nt =u—esinu. 


n, jer tada nema izmje- 
tno iz eksplicitnog rje- 
2,h <o: eliptični slu- 
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Ali možemo provesti i opći dokaz prema a): tada je naime 


Mime, tei Mi M2 dr mm s. 
ps ". Toga 2m+m de (r +24; 
h= Eme. 

MM 5 


to je tu ujedno diferencijalna jednadžba gibanja i LAGRANGEOVa formula, 


Bo FR AP NT: S i 
koju pišemo na uobičajeni način — = +2huz=k(m +m), 


2 do 
k? = 1. Stavimo J* = mem, Sad supozicija r S e daje za dovoljno 
1 2 
2 1% 2,2 
BEE 5>0i (9) >014—8LiXt: Treći +4h>0, 


ma kako možda bila # <O velika konstanta ukupne energije u imi 
2 


. B : 2 
nom slučaju. Dakle je sgn J* = sgn . = const <0, |J*| = E= 40. 


Dakle J*=»?>0 (TAUBEROV tip teorema) 


€) U problemu triju tijela (n = 3) moramo razlikovati dvojni i trojni 
pseudosudar (parcijalnu i opću pseudokoliziju). Tu je proveo dokaz još 
BUNDMAN 1907: ako imamo trojni pseudosudar, t. j. sva tri tin Ke za 
bh—d<t< tb; ako dvojni pseudosudar, onda je jedna jedina distan- 
Cija rjx e. Ponajprije tu opet nema izmjenjivanja distancij4: kod troj- 
nog sudara po supoziciji su sve tri distancije u razmatranom intervalu 
<; a kod dvojnog sudara daju trokutne relacije 4; — ra Ennio, 
fi—rmEnZeili ako limri=0, onda i limr; = limru£0,8>0. No 
Pritom je lim J = Jy >> 0, te je nužno 1: = min (r;x) (i, i, k potpun sustav 
ostataka mod. 3), i ta ista distancija ostaje u [4—0, 4] jedina X. 
U protivnom bi naime postojao čas t, iz —8<t < bsari=ne, 


pa opet po trokutnim relacijama ru Xrni+rny<2e, 1] < S pa mim 9 
Protivno pretpostavci J, > 0. A da navedeni limesi egzistiraju, izlazi ana- 
logno kao pod b). Naime u slučaju općeg (ternarnog) pseudosudara Tik E 
BSE(1Ej<423) 4%—3ŠStEt, je v=% Mj MkITgE > € ž Mj Mx 


PO volji veliko, dakle i H =a =V+2h>0 za dovoljno male 8 > 0, | 
£(8) >> 0, kakav god bio h. Dakle sgn J = const 0, J | 0, rju—> 0. U slu- 
“aju pak dvojnog (binarnog) pseudosudara između mimtj. 0ZrEE 
(SuNpMAN 1907) izvodimo iz formula leme I, (e): 


1 dn s. . VEL M 1 Na 
Ba za =5 (xx + 22), xi=— 847, =? =a 5+ 
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mi -+ M2 +2 
Pp BRE + 


miya b_ mem 3 b: ađeno); 
ikre jeka iii 5 (b: ograđeno) 


2 M 
+ £) ć 


O<|x|Ze, O<rsš—rčEe, šlz=M Mai , 1+u 1, 


židi: 
Yy 


1 | 1 . . 
\člsM +1uM (4 : X|3 ičlErm, Va, 


1 dod id 2 džrž 2 (miht-me) bb+0; 


d2r? ' dr? 
O<rEE, Q—dE=tEhb, Fr sgn m onst<o, 
2 
a L0, 12—>0. 


Očito je tu 12 = c* J,g parcijalni polarni moment inercije ili parcijalna 
LAGRANGEova funkcija. M >= a 
d) Sad prelazimo na opći slučaj n 2 4. U slučaju najprije »opće 

multane pseudokolizije« dokaz je tipičan: 


1...7 ; 1... X 
j = marin Ž € ima: J>0, 8>0, 
Oria Ke, J=2U +4h, "=a Mi Mul Tik Ž € Ž Mj Ma 


£(8)>0, 4 —StEh; sgn J = const <0, Zlo gih Bsk= 
Sad m Fa“ 1.7 i 
Moš Mj ME Tj < eM-! b3 mim: n JLO, rin>>0 (1 <j<k<n) 
. Iza ,. iZk Ska % Po 
i čistu parcijalnu »pseudokoliziju« postoji grupa ž 
MadA< n), S. " »pseudosudaraju« 0 Z7j S €, 0i =! S = u se 
<k<A<n) zgodnim numeriranjem; 0 << NA, Tik Ž Ne A mi P 
z=n—A;A+1Ej<k<n. Onda poopćujući a vod oka 
za binarni sudar u problemu triju tijela (nx — 3) imamo direktno: 
2. (< Mia x 
papra 
im i 


da BE i 
Mi _— ši= za, PU M== 


2 
Mi t 


Mi 


“A: i Đ' M A m : 
=2>m o S&b+8) =? X mi EZ S (if) + 
i=2 a 


A ža g n JU n ( 2) + 


x iL gž S Bia šali % a = —U 


hadi 


(EULER) . me siz=2U+2K (integral energije); 
im i : 


1 u 
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Uz<+o%, #<b,; 2 iS CESJETA 


i=A+ 


Mi haa S & 
i=TH oMi 


8>0, £(8)>0, po keist: sen ja =const < 0, 
jal kO naZJa VO, rp—>0 (ISj<RZA<N). 


<B.; Ja=—2U+4U+4K+B,+8B:>0; 


Posebna situacija nastaje tek u slučaju »višestruke parcijalne pseudo- 
-kolizije«, gdje postoje grupe od A, B,... S masa mi, koje.se pseudo- 
sudaraju: O Triax Zen, OZSJnE m, jEk,N=4A,8B,...S A+B+ 
+... +6 =). Uočimo bilo koju između tih grup4, nazovemo je A. 
(2=1... A, eventualno prenumeriranjem) i tvrdimo,.da za nju vrijedi 


opet Ja .>0, na & Ja \0, bez obzira na to, što se dešava s ostalim gru- 
pama (dakle dokaz očito ne može ići kao maločas, gdje smo bitno isko- 
ristili ograđenost ostalih koordinatA i brzin4). Kako to vrijedi za svaku 
grupu, dokaz će biti gotov. Ostale su dakle mase mx (k =A+1...n; 
=n— A). Prema upotrebljenom koordinatnom sustavu i numeračiji 
masa bit će tada O<a<e, (i=1... A), ali svi ostali o &o>0, 
(E=A+1..n) No tu okolnost ne ćemo trebati u dokazu, nego samo 
činjenicu, da su barem neki &x Ž 0->0. Ža pozitivno definitnu kva- 


 dratnu formu J imamo ove dvije relacije: J=J4+)J2, J=J4+])2. 
Za svako čvrsto 8 0 je gibanje za — O <t< ty regularno, dakle sve 
funkcije imaju kontinuirane derivacije po volji visokog reda i štoviše 
Svi TayLoRovi redovi konvergiraju (Teorem I ili Korolar I). Kao u po- 
. četku ove točke d) izlazi svakako J | J,>>0 (jer ima bar nekih ox > 0>0), 


relaciju, da izoliramo J.) 

a) i? <Bz. Onda analogno prethodnom izvodu, samo sad po supo- 
Baiji |341>131—1j2l>0 čim je 6>0, 28) >0 u 4 —8Lt<t 
dovoljno malo, da || premaši Bz. Dakle sgn Ja = const <0, |Jx| \0, 
Na Z Ja 10, riu>0, za svaku grupu A posebno. To je tipični zaključak 
“direktno na Ju kao dosada. i 


1 8B) ima vrijednosti, za koje je |Jz| > Mz> Oili lim | Iz = +00, 8>0. 
Zbog kontinuiranosti funkcija postoji *-subinterval (0 << 5% < 8) takav, 
da je u njemu trajno |J] > Mz>0 (eventualno oscilacije od Jz su tu 


Be) sgn Jz = const<0, 4 —*<1< ty, postoji lim |Jz|=0,1Jz| 40." 


: 19 


IJ| 40, /<0. Dalje imamo alternativu: (to nam daje potrebnu drugu 
' js P 


Zbog |j| \0 je prvo |Jalograđene varijacije kao diferencija dviju mo- 
notonih funkcija, a drugo OZ |J4| < |J|+1Jz2l>0, dakle egzistira 
lim | jal = 0, 8—>0 (ne još nužno monotono), 14 Z Ja—> 0; ali sada nužno 
monotono, jer je Ja 0 pozitivno definitna kvadratna forma, pa 
može težiti k nuli u krajnjoj liniji samo padajući, bar od nekog 8>0 
ub—čLt<t: sgnla<0. Dakle na > Ja | 0, rm>0 1 Zj<k< 
<A<n) za svaku grupu A posebno. To je novi zaključak, opet 
TAUBEROova tipa, odmah na Ja, preskočivši Ja, ali s pomoću Jr. qe.d. 


3, Sudari su singulariteti 0 & rme. Korolar Il.: Singulariteti pro- 
blema više tijela su točno svi sudari. 


Naime: da osim sudara i pseudosudara nema singulariteta, imali smo 
već u Kor. 1. Da pseudosudara nema, nego se svaka »pseudokolizijska« 
situacija nužno produžuje u kinematički određenu sudarnu (kolizijsku) 
situaciju, dokazali smo u Teor. II. No da su sudari uvijek mogući, samo 
eventualno imaginarni (cf. »Disk.« passim) izlazi odatle, što jednadžbe 
tipa ru = 0(/ < k) imaju uvijek barem kompleksna rješenja. Eksplicite: 


4 1 n + e Mj Z =. mA: CK pm pas 
tek 3 Zi Sai pa nar lim V= +09, img =.., 
= +00, limijxa = — 00, t> ta bar jedan. Tim smo ujedno na problem 
više tijela proširili poznato svojstvo linearnih diferencijalnih jednadžbi, 
da su singulariteti integrala sadržani među singularitetima diferencijal- 
nih jednadžbi samih. 

Napomena I.: Provedeni matematički strogi izvodi izražavaju jedno- 
stavnu fizikalnu činjenicu, da u problemu više tijela postoji uvijek 
»e-klopka«. Kad neka (eventualno sve) mase u nju upadnu, ne mogu se 
zbog Ja 0 više iz nje izvući. Ili zornije: postoji za svaku konfiguraciju 
8>0, n(8) >0, e(8) >0, tako da u slučaju O S rjx S e, za bilo koju 
skupinu indeksa j < k, privlačnost ostalih masa — bez obzira na to, što 
se s njima događa, da li se one gomilaju, miješaju ili slično — postaje 
manja od 9. Zbog toga se »uhvaćene« mase moraju najprije stvarno 
(eventualno imaginarno) sudariti, i to s beskonačnim brzinama, da se 
onda (fizikalno: snagom zakona o održanju energije, cf. »Disk.« 133.3, 
P. 81) opet razlete i nastave gibanje. Da li su se pritom ostale mase suda- 
rale ili samo gomilale, to je za zbivanja u razmatranoj grupi sasvim sve- 
jedno, jer unutarnje gravitacijske sile snažno pretežu. A baš tim tvrdnja 
vrijedi za sve grupe, koje eventualno mogu pasti zajedno. Dakle vrijedi 
zapravo princip: svaka kolizija je karaktera opće simultane kolizije za 
parcijalni skup masa. 
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12. Limitne relacije 


. 


mI, Određeni kinematički limes (sudarne tangente). Definicija IV.: Ako 
u problemu više tijela sn masa mi (i =1...n) postoji određeni limes za 
svaku od 3n koordinatA u nekom času ty, u znaku 


(13) im ax==2&0, ...i t>t, 
velimo, da postoji konfiguracijski limes ili limitna figura. Ako još u tom 


času i svih 3» brzina imaju određeni limes, velimo, da postoji kinema- 
tički limes 
(14) lim Xi =x0, +5 t>t. 


Tada postoje dakle posve određene limit imi 
. ae P ne limitne tangente za određenu limitnu 


Teorem 111.: U problemu više tijel j 
= rd jela postoje kod svakog sudara odre- 


mz: a) ru nj najprije binarni sudar (Def. 11). Odaberemo kao 
ase, koje se jedine sudaraju, zgodnom numeracij 1 
Onda je uvjet sudara : : Pg OPA NAI 


o9=(VSE?),=0 ili lim o2=0, t>4; 

0OZo<e, 4 —OEtEt, 0>0 (k 23). 

Specijalno za n = 3: LAGRANGEov identitet: ' 

(87) (Ss) — (S xx) =5 (xy — ya)", (SE) (S#2) — (SEE =S (9 — yi); 
(g7%+ 0%) (g7?-+h0%) — (grr++Hhoo)=gh(r0—or)?; 


EULERov identitet: Sx2 =»: + a S (xy—yx)?, 


B = S (&q—y6)Đ gr+ho=R+ ga (ro—0r)?. 


R2 
gova =t5A=rm$ (£Y i 
, ; 
integral energije: gSx"+-hS&=2U+2K, 
. bo mr: 2 
rSa=—|— SE => — (0-7); 
(a )r+ z bata 7); 

3 

M 1 1 ml 
km zmtantag) kdjrarka 


M M PE 
a Era u ed a g mani isablodii 


Hmmm (obo kz) 
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lim #522 =1lima r 622 ==2 (my + me) ; 
t->ta r>0 


2#>0, ++, S(ay—y2)t>0, (xy —y2)>0, ...: 


lim (xy — ya) =... =0, 1>0, t->to. 
Tim je već dokazana egzistencija sudarne tangente, jer relativni zakretni 
moment mase my prema m, iščezava. (SUNDMAN 1907; cf. »Disk.« 121.1). 


b) Binarni sudar n tijela, Jacosi-RApAuove koordinate: 


o =SE, o0.=SšE,, (S 622) (S E) — (SEE) =S (6, na — Na £2)*, 


ER. 22.2 1 : : . E ka mo ć 2 
S io = ia Ž+ 22 S (Šo 2 — 02 će)? = 02 + S (Ša Ija — Ma Šo) 2/12 m: 2) ž 
no: 1.2 
Integral energije: Ž Mi = St#g==2U+2K, U== Žž Mj Ma | Tik i 
i= Mi . j 


2 MK 2 M2 MiM2 na 
M2 Mi M2 Mi 02 


n 
že = W4i—1 D 
Sai== Ami si?+ 
M2 Ma &! “Bila 
ME ži mm uy < mm : E : 
+ 2 Suma, a mE, sje cy (8iZn) 
M2 Mi j<k o Tik M2 1 M2 mi j f 


O<ru<b 2Lfj<kEn). oSi2=B-0+2(m+m)= 
=2(m + m2) -+ O (02)*, (02 02)? —>0, S (če ne — Ma £2)?—>0, 
(če a — N12 62)? —>0, + a (Qm—ni)=. =0 22—>0 qee. d. 


c) Za opću simultanu koliziju u problemu triju tijela » = 3 (SUNDMAN 
1907, cf. »Disk.« 131.1) uzmemo relativne koordinate kao najprimjere- 
nije. No možemo i u JacoBr-RaDAuovim koordinatama raditi proširujući 
indeks A = n, o čemu uporedi iduću točku d) dokaza. Izvedimo najprije 
SuNDpMANovu formulu. ŠUNDMAN označava u relativnim koordinatama. 
napose zan =3:. ' 


3928 : 
(15) / Padom Ist 


mi Mimo2mza 


(16) ih TA 4 


*0<O0(,) + S const; o (7) 1920, "—>0 (Lanpau), 


22 


BJ 2 KE MK RER E 
ŽE LU+E, X ZENE u 
i=1 i i : 


(ef. »Disk.« 121.1). Onda: . aK g \ 


Ti 
1dR o dni ' ča JE zd A, u 
EH | HP - Ži Mi x Ž Mi Ž mi) \E m 
(rire— ari? R2 ri S (Turk —TaTy)? . 
fi My Mk Q& m of Mmm 
\ 3 , 8 š 3 . Bi 
S €? ra (En—nć)? 
špa xy. S gde ie 
' Ž Mi Š a Ž mir. 


3 j Jo . . . 
—i+ xs Ko n6) | nn _2g42K. 


1 mi F E mmR 


= Stavimo sa SUNDMANOM 


(18) k+P=2(U+K) 

To je SunpmaNova formula (1907). Ili dva ekvivalentna oblika 
(19) 2RR+R=P+2K; 

(20) RR=P—U 

S pomoću LAGRANGEove formule 

(21) 3 E =RA+R—U+> K, 


Uzmemo sad 

a=R(B'—2,K), (19), 2RRR++RR'—2KR=RP, 
Pm. Š. ji PL) tra) 
di RR) +7; 2EA)=RP, a=PR. PZO, R<0; aZ0. 


t—>t 


až—2KR—>0, a\A, ima=A=Z0. 
Tvrdimo najprije: ' 


t 
A>0., h—OSt<i<it, u—a=| PRdt; €—>to, R>0, 
: % t' A 


so t R R 
Rdi=dR, a=A+|PRdt=A+|PdR; |PdR—>0, R->0. 
. te [o] 0 


(869) (Sć9 — (SE d)= S (Bii— nidje, Ste—ia 4 Križni", 
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id : M ; 
2R.RRR+2R.RR2—2R.2RK =2RU-R, -;; (Re) =2RU-R, ty ? oso » R Žž 
+ dt oz EVm, os" = ra Žž A on < Fa 4 +0 (RIP: 
_ Ra dt: lim Ra=0, Ra=| 2 RUdR. ' ' ' 
Ra Rd+| 2RU- R ortjŠij j PR=0(R), PR — 0 (R2); Ri—nR= g (Rth—nRk)— 
Eliminacija od a duše: ' : ; ak ' 
n 4 # Bag | -:lŽ Noa DEL H—nn)=0 (R) 
A+|PdR= g ,2RVAR. a mi U=2 užiA= R v=1 "by v=1. My "rr R br nmi= ( 3 


: im : (rirk — rkt =0 (R9), (m—nć)t=0(R)... 
>2MXmr?'; A+|PdRZ2M >, mj? . Pa e i 
gi rana ' (Rri—riB)'=0(R) qe.d. 
(teorem o modulu dtegrskaj Sad R \ 0 daje dodi ko“ Sime sui 


A>2M ad m;**>0. P20, 2RUZA, 


i=1 


= d) Zaopći slučaj parcijalne kolizije kod n tijela uzmemo opet JACoBI- 
Rapavove koordinate i grupu od A masa mi (i=1...A<n), koja se > 
sudara u času t = t. 


a=R(B—2K)=RQ2U+P), " ć 
2T=A m i Si? =2U+2K; bi Mi S s= 


R 
2RU=A+PR+|PaR, Es ' E 


n 


BL. me ez SEP R20 ha mms resa 


lim2RU=A, R>0, ŠTii , 


jer je nemoguće 


A 
lh=ž mor S#= mat Ja Som ra S €? = 


n 1/a 19 .n 4ja 


="V8 ao = S£2+2 . Mj Mk: 42 pa MiM mi + 


v=A 


1 R 
2RUzA+e, bh —6EtEtb; 4+ PaR— | 2PVeRE 


R 
R 

>1 (u+sgdR=ATr: | PaRže 
) | 


suprotno izvedenom: +2K.J4#. Ja>>0, SPV v0=A+1..n); 
| f Ž k—1 2 
| PdR<e, R<n. Th, =5 (+, ba Za— E. DE oz JA £ Const, 
Dakle: Nou izTH1 Mi Uj "ih 
3 
2RU=2MX F.=4+0(R); PR=0(R), [Pam 0 (R). 
imi 


1 


0o= = Z Const odnosno rx=0 (J 
k 


(cf. Teor. IV). 


4) 
A 
Ja2Tala Ši m ei sdp užem + 


+ š m a S di 8 My . ni (Ja: 9,2) + 


v=2 


inica 75. (4+0 (RJ 


4 i. my = z S (&me— no) 400) ,, 
šo2 . 2 č S (čini— 1ići)? ro e 
pRi=») > ICI! za) BE hi x (ši mi— i 


iZLvzi My Mj M Zi vši Mi My mii 


(&n— 6) ko Ja: 02 =0 (J'), +e>24>D. 
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> Međutim, dokaz jednako vrijedi za majepsovika! slučaj višestrukih 
parcijalnih kolizija: 


A 
IT=X>m = e SE24+ A mi sE Si+..-H 


i= 


A+... +N A+. Šem u 
—_ il a2. 
+ sei * k&. mE SiPi= 
i=A4+.7+M+1 Mi AF gran PE 


1..n 
=2% i 42 K, A+B+..+N+..+Z=n masa, t=t. 
Tik 


<k 


ika» tada prikladnom numeracijom mas& bilo koji polarni moment 


inercije parcijalne grupe masa kao 
Ju=& mi z. SE 10, Iž. ži mima" čik +0 (IA). 
Tu nam ps znači sumu onih članova, koji perma ma koji rjk >0 


BD akano i jednako sa J', makar nisu u A-grupi, nego recimo u N, 
toj. ri = 0 (J'2); oni pak članovi potencijala U, u kojima su rj# Z 0>0, 
ulaze u sklop O (J'£) sa 2K + JZ; Cjx je konstanta iz cju < (Filrin)o E Cin. 
Svejedno je jedno naš 


Ja: pine n= a iga: 0,2) kB mi E S (Šin— mišije: 
A JA 


X +2 
Vi 


Ja 


P 


—> 0 odnosno 02 ==0 (JA), 


=0 (14); 


of*ž0>0; Ua: di a (14), ( (Ja: . og “= (J'), 
&n—nć)=0 (12)... 
Najzad, dokaz vrijedi i za n = A, dakle za opću simultanu koliziju 


svih n tijela: 


i o Pt gipcg S PE aK, TH 
ši Am Mi S Hi Tik K 


-(ž m bia stoj, , (ž m E sie) =2 8, Mj Mk“ + 
i i : 2 i 


i=2 = 


: 1 1...n Ji ' g ui Ki 
+2K.J". I= 4" pa Mj MA Ti» x, J:.2T=0 (1); 


a Mia 2 < kia S 2) =a 
Jež = (Šm m 552) (Š m Z ć 


i=2 


m. (š Mi ou DI -+ A m E S (&En—Ni £)=0 (J'); 


i=0(1); (fi mi— nič IP =0 (1), ...) ge d. 


(Opažamo, da SuNpMANov dokaz kod opće kolizije u problemu. triju 
tijela nije potreban, iako nam daje eksplicitne granice i zgodne izraze 
za eksplicitno kasnije računanje limitnih konfiguracija). Zgodno je 
očiti, da navedeni dokaz daje određeni limitni položaj sudarnih tan- 
genata (naravno, u vezi s kasnijim teoremom IV) prema parcijalnim 


 Korolar III: U problemu više tijela postoji kod po sudara odre- 
đeni kinematički limes (def. IV). 

2. Kvantitativne karakteristike limesa. Lema II: Opća kolizija je1 u 
problemu više ci ela moguća samo, ako je ukupni impulsmoment sustava 
jednak nuli: C (c,, €, cg) = 0. U slučaju ise triju Gjea (nu =3) 
gibanje je tada trajno ravno. 

o Dokaz: a) Zan =2 je idi trivijalna, jer su (realni) sudari mo- 
gući samo kod gibanja po pravcu (c = 0). Za n = 3 imamo dva dokaza 
od SuNpMAna: tada je prema dokazu teorema III, točka c): 


im—ndi= osa) (i=1, 2,3), Š šm—uči_,—o, Be 


HELL < Mi 


8 . mI 
f= V ba či f=gh-|C|=1T. (Suxpman 1907); 
k=1 


ob) ili izvodimo najprije SUNDMANOvUu nejednadžbu: 


čim — mi p f 
(17% >0O: pj &0: Es 
( 1 -s(X: =: 3 P20; P= fa +7, Fž0; Pa Lo 
1 Neka je naime: 
3 . > d . 
I (Eni — 96)? . a , e 
Vo = min Ve = min [> ng ; Zi=lin—nći, ...5 
s 3 
Zi a DANA 6 Ze 
—— == gl g L BS = , 
Ž ales LaGRANGEovi multiplikatori: V; Ši ma) 
sr (Vr+/ars) =0, PA (Vrt Aa 9) =0, 
k bi + 1 
5 VHhr)=0, ...), ani a4 
A 1 Zg) 1 Ae ve 
Nmr2._-2 =: 3 e==0/ ZP=— 2 rr, ...; 
Ma To? tf 2 M4 Ma 13? u Ma . S 2 < 
1 Va Zi 1 : Ti? SPA, 1 
A === , a; == gooo A —_ s 
2 *m m 2 a Ž mi fea m 2 di i 
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Ni — m6)? S (Tk —>TKTI)? a 
ve= 25, pr ba Bem) KM MR i ši i 


iz1 M; M R? 


SUNDMANOVA formula: 


1 9 c 
(19%) | RR +R—2K—h,=F20 


ad Fra ' R .. 
[ Rdt: 2 RRR ++ (2 KR) + (—e )=rk y 


2 . ME “a ć 
H=RB—2KR+4: H=rfkR, | Hdt = | FRdt, 


id : > VA ,12 
H—H=|FdR; 4—3SfETF<Ub: R<o F<R, 
* . 
Fž0: H'ŽH. FP —2KRSB'ESH () 
"> IT VA / 
H =H Rae ZR. 


Uzmemo t' čvrsto, onda je i H' čvrsto; no za t“ > to bi lijeva sar 
(*) > + oo, jer R" > 0, što je nemoguće. Zato mora biti Pama ( ea 
MAN 1907) q. e. d. Interesantno je napomenuti, da je baš taj ugi : _ 
i sama lema gotovo jedino, što je G. D. BiRkHOFFa zainteresira 
SuNpMaNovih izvoda (cf. »Disk.« 121. 2, p. 52). 


c) Općeniti je dokaz vrlo kratak: izveli smo iz integrala energije u 


teoremu III, točka d), relacije ći n—nua=0(T) za sve i=2...n:; 
dakle iz integrala ploha 

X omi 

od Ž Cf. još »Disk.« 
dq. e. d. Ima još dokaza (cf. »Krit.« [15] [29] [40], 122) (C£. još »Dis 2 
121.2, 131.3, napose tamo Cuazrjevi teoremi o ekstremalnim Pije pk 
i invarijabilnoj ravnini kod sudara; o tome još cf. »Stoss.« Lem 
IV + Kor. 1). Ma | 

d) Dokaz DzioBekova teorema (1888) o ravnom gibanju u problemi 
triju tijela, po SunpmMANu (1907, of. »Disk.« 131.1): Jacosijeve 
ordinate; 


2 (En— ni) =e=0, ..; ICl=Ve? ++ =, 


1 


Mi 
u 
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u=yt—zy, v=zx—x2, W=xy—yx; xu--yv+-zw=0, 


xu+yv+zw=0; ću--nv--čw=0, ću+nv+čw=0. 


diže = Sku-+ Sxi=0, bo =$lud Sith. 


m xub+yv-++zw=0, ću bno +to=0.. 
Alternativa: 


1. u=v=w=0 x:yiz=č:mič; 
Ž vw =u:vw=q:0:6, Gxa+oy+az=0, 
GŠ+Gon+oč=0; 


u prvom slučaju imamo pravocrtno gibanje, a fortiori ravno; u drugom 
gibanje trajno u (invarijabilnoj) ravnini; q. e. d. 

= Teorem IV.: U problemu više tijela kod svakog sudara vrijede za 
svaku masu zi, koja se sudara: 7; —> 0, limitne relacije: 


4 
(22) lim ri Ta = ku, lim VJa +0: =C;; 


(22*) "kO tu =k;,-+0 (ri) 
(23) Tja = Cia: €" bo (€), a=C;.f" 40 (#9), 
' JE =C,:€"+0 (€) t=t—t4—0, 

(3 R2 = cu = fj (Pa +e. Mn). 


Dokaz: a) Za binarni sudar u problemu triju tijela (teorem SUNDMANA 
1909) imali smo dosada grubo: 


(y—y2?=..=0 (0), 2#=0 (1); (xy—y2) =... =0 (r':), 
x A E Bi 2 S a : . E . 
rr=0 (r"), rr? .S (5) =rSxX#=rrŽdS dy— pa z e 
=2 (my m2) --0 (r). 


M €đutim, možemo još pisati oštrije ovako: (lema I., c) ' 


T22 Ta T25 
XA m m u 4 ds 1 : 
rta S. 9 —mo (fa + pg) +mn(đ— go ; 
€ za ka 1 : > 
XY) —yx =Ma (xqu—y6) e 8 
Du g RgegE [-4. 4 ku 
Zzmelra-=r.) Ti (2 none T re)" 
RAD 814 
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xn—yš=x (n—uy)—y9 (£— u): \xl, Iyl Er: 
\E—uxl, n—uylEn: |xy—g8lE2rn; 


m (opata) 


d(xy—yx) < 6ma ,, G.—5čtct) 


61 less 
==>" Ti, "Zb, lre—Ti Sr; 


To je vrlo oštar TAUBEROV uvjet, koji možemo pisati 


d (#)—y%)—0 (9), x) —yž=0 (12). t=0 (19) Egt—t); 


sE \-al):+5(5)3+ 7: (5): r? 
_2.1j— 22 i= 2 le—s)—yles—sHl= 
ro# ' 


= z—y)t=0 (1)+£->0, 


dakle egzistira 
i : de. ; > zA 
lim = p, lim S =, lim =vw; Sg?=1, £>0; 
analogno za n 2 4. Preostalo je prema tome 
r2=2(m:+me) +0 (r)=4+0 (r). 
Integracijom, koja je tu legitimna, dobivamo redom: 


redr=(k-+0 (1) dt, H Pit=(k-+-0 (1) t, t=t—t, ro=0: 
ši Bb (+0 9" A (z a)" £-k0 (i). dt = 


, =et" +0 (€) =c.64 +0 (€); qe.d. 


b) Za trojni sudar, opću koliziju u problemu triju tijela imamo: i 
R R 
a=R(B—2K)=A+ | PdR, R<o, | PdR=0 (R), 
o 
R—2K=(A+0(R)IR, 2KR=0(R), R'=(4+0 (R)\IR, 
= VA + 0(R') Skica 1907); 
i ( 
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integracijom: 


ReR=—VA+0 (R9), 2 Rć=(—VA+0(R"))-4; 


imR=0, £>0; R= iz eY440 (R9) 1 = 


3 gi 2 1 2 
FZVa) sA € +0 (R1) g =C. 6440 (€ =€.4%4+0 (€). 


ma 


Šoa A Rti—niR 
| Ta in rot Zant 
EO 4 (2) f (2) 2B — M24 oj a (9 
R) au jE dala) 
m) = E 0 
dR\R/ VA+0(R) B  VA+O(RY) RVR 
Ri—nR = 0 (R) je također TAuBERova ocjena, ali slabija nego pod a) 
zbog upotrebe monotone transformacije nezavisne varijable: : 


Rdt=dR, R<o iti 4— A, g 00 


No opet je dobivena egzistencija određenog 
MJ Hi : 
mz =imz =0:(b—"*E<4)eZRZR>0; 
integracijom: : i 
U R* ' 
f cd Ti CdR TD 1 
m) -(r)= TE SER =0(8)>0, R*—>0, R—>0, 
H 
t.j. egzistira lim I , R>0, t>hb. 
ti=0 (R) =0 (086 b-0 (€"9) =c6"+0("); qe.d. 
€) No možemo i direktno, kako se vidi za opći slučajn>4:(3<SA<n) 


. « A 
čim—nif=0 0), Fpe2 T= Ši mi M Sd 


i=2 Mi 
i A. ( A 
— ,Const“ +0 (14), > m EEL 0) + X mi. 
i=2 Mi i=2 Mi 
S 5 (& Ni — Ni ći)? JA mi 1) + 
Di Qi np 4): 
dn 
OZoz=Ji= ka mn E 0% | 0. 


i=2 Mi 
131: 


No jače: (ći nu—nui?i=0()-a=0(1); jer su pojedinačno 
čine nki Go ja= 0(1';), dakle se diferencije poništavaju u vi- 
1fa ' 


šem stupnju oi = 0 (1%). 
mamara 


Mi (o Tja ro dB Tik \Tik 
d.d popi: Rado ih) (ph PY2— p2 
nin = A RB=0 (1)-+0 (R'), (Re R?=k". 
mp da sea E Šn\*_1 ons * (\. P-iha 
.R' R dR Tik Tik R": , ( ) dR =0 (1) R + . 
+0 (R-), ke;=>cR-"+c+0 (RR). 
Analogno: kn==d.R-*+d +0 (R"). 


k (RR) u —:+0(R%), k (RR) = —d4+0(R*); 


Bi=c:R+0(R), qu=d.R+0(R"). B(č; n—ni)= 
—[e-R-+0 (R*)] [d+R-"*+d +0 (R*)] — [c:R-"+€+0 (R9 
-d-R+0(R9]=cd+0(R)+cđR+ 0 (R9) +0 (R9) 4-0 (Ri) — 
—cd—cćdR+0 (R')+0(R)+0'(R")+0 (R) =0 (R) ae. d. 


U općem slučaju ma kakve parcijalne simultane kolizije od A masa 
m(i=1...A<n) ne možemo se služiti LAGRANGEOVom ili SUNDMANO- 
vom formulom, jer ona vrijedi za svih » masa, a za nas je opća kolizija 
samo specijalni slučaj A =mn. Morali bismo upotrebljavati analogno 
Bi iso [0] 

Me 1 BB ' 
ali dovoljno oštra ocjena desne strane nailazi na znatne računske teškoće. 
Zato radimo ovako: 


Jat jE (n—8EtSt) CTeor. I, d); 


binarnom sudaru diferencijalne jednadžbe mi 


pokratimo Ja=R?, Rj0, RŽŽ 0, Rž0, Rka0. 
Eventualno R'* R oscilira, no : Kk 


bERlaZB:R4R<—a2<0; dRIRćE— a S <o, E 


€ 
dR_d Ta 70 
HE ie VE *.uećsne-)E 
ti t ty—8 i 
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“dt Podi Ločad e 
&B R>bdsa [Ega M: 2 i 
avenija 

m? : to—8 Rs R 


2 E, 
S (VR: — VR) < b*. 
Transformacija: (VERNIĆ 1950) 


du 1 - dt ' ' 
d= S — = . H 


Ž 
R—>0, “—u=|% 


je konačna i neprekidna. Dakle: ; 


Za Ra 2 (2 — d(R\du_1 d (R\. 
"og Z_dr\o: du \o; prasl 
== =a(0)=n(u=c*; ; 
d(R\I_[. 0 (09 d (R\]: 
du (2) u Qi Zi(4)|se: 


makar R/o: oscilirao, i to za sve u, pai za u—>0. Dakle egzistira 


<C*.G E, 


lim R E đi 
im a=inRa=p 


A 

1 Dom 4-6) =€ +0 (1). 
Integracija: 

' * X 

Brož Misi th 1 1 i 

tez m 3 (4:0) =C +0 (4), o" da=(C-+-0 (1) dt, 


1 => ila x 2 3 Pz 1 
lmo—limJ;=—0 £>0; 5 e“=(F+0(19)-6; 


or 3 Tr 1 sh 2 n 
,— L (F+0 091) a7 -(ž 2)". €-H0 (F9) -P0 =. 
=at" bo0(€") =a€"+0(t"); qe.d. 


 Korolar IV.: Limitne relacije u problemu triju tijela glase eksplicite 


1% binarna kolizija: 


| < I kiss x“ 3 Sa 
s "=— VF) +0 (/7), r=1/2 (mm) € +0 (9; 
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2%) ternarna kolizija: 


 Vreni=— V2 (m Frme-F ma) +0 (Vri), 
1/9 Buga /9..A.4 
"= 5 (ubo + Ma) #7" 4-0 (69), R= zv, 


: 3/9 Šš o1va , 
+ o (€) = Va (mu -H me + Ma) (> 2 #5 bo (#7). 


3. Određeni konfiguracijski limes (limitne figure). Defimcija V.: 
U problemu više tijela (n) kažemo, da tijela tvore centralnu konfigura- 


ciju, ako je rezultantna sila na svaku masu u svakom času proporcio- 
nalna radij-vektoru te mase od baricentra T' svih 2 masa. Ako su dakle 


> s 
r= Im (i=1...n) baricentrični radijivektori, uvjet za centralnu kon- 
figuraciju je : 


(24) Mi 5 =gradj V=—omrni, o =d(t); 
d2žx_ 9V = a 
(24*) m RR (i==1..n) 


Definicija VI.: Ako u problemu više tijela za svih 72 masami(i=1...n) 
za svako vrijeme £ postoji instantani (momentani) zajednički pravac (ba- 
ricentrom), gibanje je kolinearno; ako postoji instantana (momentana) 
zajednička ravnina (baricentrom), gibanje je koplanarno (»plosnato« po 
WinTNERu, cf. »Krit.« [39]). Ako su instantane tvorevine fiksne u pro- 
storu, gibanje je u kolinearnom slučaju pravocrino, u koplanarnom 
slučaju ravno. ' e 

Definicija VII.: Ako u problemu više tijela svih n masa mu (i = 1 sa 0) 
tvore stalno sebi sličnu konfiguraciju, gibanje je homografsko. Ako se 
konfiguracija samo vrti oko baricentra bez rastezanja (ili stezanja), gi- 
banje je rotacija; ako se samo rasteže (ili steže), gibanje je homotetičko. 

Lema III.: Kriterij, da imamo centralnu konfiguraciju u problemu više 
tijela, glasi 


9 JV? : X 1 1...n | 

(25) Pao i=1.. 1) I=" A mj ma Tik E 
= pa m SxP = kJ My 12; 
»=1 \ v=1 

(25%) JV? = Const 

1...n 1.7 =). - 
Oe vazi 2, Fed X, myma (xu — xi); s =VlJ 

i<k Tik 2 M ij<k 


odnosno s 3 distancija rm (1 Xji<k<n), među kojima mora posto“ 
jati p uvjeta Fy =0 (u=1...p): 


b 
(27) P-UV)+ X gio 1Ej<kSn) 
Vjk u=1 
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DOKAZ: a) LAGRANGEOv identitet: 


n n ka a n 2 1.n 
my). Bla 2 la ave — a) pe 
(Ž mo) ( meze) — (Ž čemo Som m Ga — 


1...n A > n va n n 
J=—— Žum S(—m=X mSxč= > mr, Žž omx=0; 
i= . i=1 i=1 


bs 1 
Boii 
baricentričke koordinate: xi, yi, u (i=1...m). Analogno za: T. 
oJ - av — 
ga na 


(EuLERov teorem) X Sx Sa =2X m SE = 2j 


a. n m 2V n = 
Br=2s a met=—o], s=+V]J (26). 
dV 1 

i 2 Jox 9 Xi 2 2x 


E 


a UV) =0 (25). Im (32) VV (91,51) (it...) 


d no 8(1V?) 2x; 
novi=Xs>2 eo, 1v—c (25%) 


Zbog (24*) mora biti V 5£ const, a onda zbog (25%) i J st const.* 


* Za eksplicitni dokaz naše leme (25%) bitno je razmotriti funkciju 


(27%) č=JV: 
Tvrdimo, da je upravo za centralhe konfiguracije 
(27% 1 

(27*#) b=G (const). 


Da to dokažemo, uočimo neka funkcionalna svojstva funkcija J, V», &. 
8 funkcije su ponajprije uvijek homogene funkcije distancija Tip lEj<hk<n 
pnjeva odnosno 2, —2, 0. Zbog toga je za njih po EvLERovu teoremu o homogenim 


Koj X ov: XN 39 

* — 1=2], Ž ne-im, Žž — .1,=0 

izi 9%; izi 7; izi 7; 
X dr, dI KooVe dr, dv2 KO dr, de 
2%, du du 9, du Va o Ž dr; du du 


(2) parova distancija 7;, = r, poređali na određeni način (j < k), recimo 


leksi ki : EK 
Ba oraliki u jednostruki Niz f...7y zbog preglednijeg pisanja. Računamo sad 
0, tako da se vidi, kako su ti izrazi konkretno građeni: 
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c) Da (2 ) broja ri = Tkj > O budu sve međusobne distancije 2 (mate- 


rijalnih) točaka mi (i = 1... 1) u prostoru, nužno je i dovoljno da među 


“njima postoji p relacija F, (012... Qn-1n) =0 (uZ=1...P), gdje je 


ž (n—1) (n—2)... kolinearne točke (pravac ne mora biti čvrst) 


(28) »= 5 (n—2) (n—3)... koplanarne točke (nekolinearne) 


Z (n—3) (n—4)... nekoplanarne točke (progtorna konfiguracija) 


LAGRANGEova metoda multiplikatora daje onda za vezani ekstrem: 
d 
dt m 

d) Primjeri: 19) » = 3. Tada je Py = 1, Pp» = 0, Ps = 0. Tu je relacija 
F,=0 jednostavno uvjet: 7ig — (Ti + 123) 20, ako je poredak na 
pravcu (7) Sos < (ma) (cf. »Disk.« 131.2, p. 70). (27): 


JV?) =0, F, = 0 ekvivalentni sustav jednadžbi (27): ae. d. 


JV PETA: Sora 
LE ) La =0 (1Ej<hk=3) (3 relacije), Šra €: 
eksplicite: 


PPK vt — 2 JVmjme ri + (140, 


2 9, dV? N 30 N JI N av? 
a6, Ur) _ 7 LJ —= Kadrnka ob Memidi nj PA ae 
97; 7; oi 1 Or, Ha MKLEI 1 9; ff “ 

, 1 ln j 1 4 . dii 
=V2.2J+J >2V?)=0. Alii: J=— imjmitik=“ žo r2, Uk)=i, 
i M jzi M f& 

jd Lem mj m,\2 N mž\2 s +% m? my 
ž =m;*. V?= ——|\= = — : ; 
ALO Žž Tik Ž Ti izi ri fak o TiTk 
* 
2 mj No 2 IV? N m m; 
LEDU KEKE PIE om DE [a 
Or; M iLi OT; M izi = or; izi oi i 
N 2 N KJ N * 
dječak (> 2 (X mjer Ali 
f&1 i LN] 
: N *2 L.Nm#*m,* 
u X . 2 1 KN m; k pa 
P=|—> mr? ——>|)=|[—> m TP r+2 
E Š ") (ž Fi ) M Ž j Ž Te ži "Tk 
14 S 2 2 N1.N sAd "Ti 
= —. mšim#*2 —— + — mmm, 
M ist Ž i naka Ž Ža fa 
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u Tjk— 2 KA + (1 mje 


2 mimj mx V E 


: Uvjet je, da s lekeu sustava s V/M, —J, X/(2 my mz mag V) kao 
nepoznanicama iščezava: 


—a 
Tag Tog oj 
fu #22 o—m, | =20 
31. 81 2 , 
—2 
712 2 "S 
= 2, Tug:f93 = 1 +z daje odmah odavle LAGRANGEOVU 


Malibu So E (e) =0 (cf La ak (208) E (2) = 

: , +3 ma) 25 + (mo +3 mg) 23— (3 My + Ma) 22 — 
- (my + mo) = 0). 

g A = 8.(JV?) _ 3 
Wn=432up=0: Po O je ekvivalentno s 7i,, 

zbog aV 


2mj mV MJ 
2 ks> == ti . KRR, — . 
a . Vs Tjk M k Tik Tik | 0; 


(ma + mo) 25 + 
(m +2m)z— 


= MJ, 


=0. No u navedenim slučajevima imamo: prostorna konfiguracija 
etiriju tijela u tetraedru (bg = 0); koplanarna, a po DZIOBEKovu teoremu 
f. »Disk.« 131.1, p. 68) ovdje ravna konfiguracija triju tijela u isto- 
om trokutu (Pz = 0); kolinearna konfiguracija dvaju tijela (b, = 0) 
za makakve mase. To su jedine doista ekvidistantne centralne kon- 


m s=1 S i=1 m 
4 1./N aa Zea N Te. 
== Še * k-d4_: * * Naja i 
je $ ni my mem cr m My Mi = — 
i<k k izl k=m+1 "m'Tk 


iz1 k=1 Tm"k/) m=19m m=1 s=1 Ž 
2 % * i 4 > 1...N To 
zm mmm? = +— my mj m = 
M m=1 i=1 m M os=i j<t ij Tk 
m. š Š * TT; 
— > X M Mi Maž =20—2P= 
2M : 7 7 
m=li=1l k=1 


Razabiramo, kako upravo u slučaju centralnih konfiguracija izlazi & = € (27*): 
"ada je #;: 7; = const za bilo koja dva indeka 1<i+=k<N. 
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figuracije. Za ostalo cf. »Disk.« 123.1, p. 62; 131.3, p. 72; »Krit.« 122, 
lit. cit. [2] [3] [7] [10] [11] [22] [28] [30] [39]). ' B a 

Lema IV.: Ako je u problemu više tijela konfiguracija masa trajno 
centralna, problem se svodi na problem dvaju tijela, a svaka se masa 
giba po zakonima problema dvaju tijela oko baricentra sustava. 


Dokaz: a) (26): e. = + V/J, (25%) C = JV?; o€ = Vs: 
3 
(29) | V=-+VsC; #=V]J?; | ' 
3 
(30) Cle =", J=VCo 


Naravno, općenito je o = o(t), ali nezavisno 0 1. 


b) LAGRANGEova formula: 


3 3 
' 1eR 4.2 mmm Modi. 
Palkia ge C=k; i=yG6.#,v m 


(31) J=k.R", V==RR. 


Time je u stvari već tvrdnja pokazana, jer je dobivena jednadžba | 


; zd = E: + Ze LAGRANGEova jednadžba jednog problema dvaju 
t ke zd 
tijela s fiktivnom distancijom R, masom u ishodištu 1; o = 1/R8, (24): 
2 
M; Z = —oOMmiTi 
d? fi Er" ni 
(32) dt? Rs 


R5 ||; q.e.d. (Cf. »Period.« Teor. VII, p. 253; »Disk.« Teor. XXXI, 
77), 232.2). st ' , : 
: . Pp, U problemu više tijela (n 2 3) vrijede ovi odnosi za koli- 
nearna i koplanarna rješenja: a) koplanarno rješenje je nužno ravno, 
ako nema određene invarijabilne ravnine, t. j. ako je ukupni impuls- 
moment sustava c = 0 (poopćenje DZIoBEkova teorema); b) opća sizigija, 
t. j. instantana kolinearna konfiguracija svih 2 masa moguća je samo u 
invarijabilnoj ravnini, ako je onda određena (c 0); c) pravocrtno giba- 
nje mora za — oo <t< + oo sadržavati bar jedan moment sudara 
između bar dviju mas4 (poopćenje pravčastog rješenja problema dvaju 
tijela); d) kolinearna rješenja, koja su sva a fortiori koplanarna, nužno 
su i ravna; e) kolineama rješenja imaju određenu invarijabilnu ravninu 
točno tada, ako nisu pravocrtna. 


138 


DoxAz: a) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $ 326; b) Cf. na pr. 
WINTNER 1. c. [39] u »Krit.«, $ 327; c) Dokaz za ovu tvrdnju ćemo repro- 


- ducirati, jer se odnosi baš na sudare, prema WINTNER, l. c. [39] u »Krit.«, 


$ 328: čvrsti pravac, na kojemu se trajno odvija gibanje, odaberemo 
kao x-os; onda su svi y=0, x=0, a problem ima relacije (1) (3): 


a 9 : s 3 : : 
mix = = (=1.."), V= 2 ae, Nek4 si jednostavnosti radi 
0 Xi Ij<k Xi — Xk 


mase numerirane redom, te jem, Xx <... < x u inercijalnim bari- 


centričnim koordinatama. Kako je onda baricentar Xa = 0; > 0, no 


Xn<O za sve — 00 <t< + o, što je nemoguće, osim ako bar za jedan 
konačni moment ć,y jednadžbe ne gube smisao: mi xi = raka i d; 
d) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $ 329; e) Cf. na WINTNER, 
LL c. [39] u »Krit.«, $ 330 + 331 bis. 


Lema VI.: U problemu više tijela (n 2 3) vrijede za homografska rje- 
šenja ovi odnosi, koji su poopćenja svojstava LAGRANGEovih egzaktnih. 
rješenja u problemu triju tijela: a) kolinearna nepravocrtna rješenja 
su homografska, eventualno rotacija konstantne kutne brzine; b) ako 
homografsko rješčnje nije koplanarno, ono je homotetičko; c) ako je 
homografsko rješenje koplananno, ono je ravno; d) homotetička koli- 
nearna rješenja su točno pravocrtna homografska rješenja; e) čiste rota- 
cije su kod kolinearnih rješenja moguće samo za nepravocrtna gibanja. 

DoxAz: a) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $$ 331—331 bis; 
b) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $ 371, $ 373; Cf. na pr. 
WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $ 374; d) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u 
»Krit.«, S 372; e) Cf. na pr. WINTNER, 1. c. [39] u »Krit.«, $ 372 također, 
ali oboje s bitnom ogradom, da je tvrdnja (I) 1. c. $ 370 bis očigledno 
Pogrešna, jer nije istinita već za n = 3, istostrani trokut. 

Korolar V.: »Egzaktna« rješenja problema više tijela (1) imamo za 
trajno centralne konfiguracije, kod kojih je gibanje homografsko. Pritom 
svaka masa opisuje slične konike (napose pravce) oko baricentra kao za- 
jedničkog fokusa. Kod opće kolizije je gibanje ravno ili pravocrtno pro- 
storno (homotetično). 

(Lema IV, (31) + Def. VII; Lema II + Lema VI). 

Teorem V.: U problemu više tijela su limitne figure kod simultane 
kolizije centralne konfiguracije. 


Dokaz: 
a , DA 
1 Em 1...7 mima 
a) Ja; 2 mm, V= >, 
M fak i jE Ta 
1...n 1...n 2 
1 Tjk 
iP mj ma | X, mumy 25). 
i<E k<y Tu, 
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Kod simultane kolizije n masa (to može biti i simultana parcijalna koli- 
zija od n<N mas4 sustava My... My S obzirom ma teorem II. J,-—>0. 
V,—> + oo i teorem IV) je 


nu=cqt6.+o (£"), t—>0; Tj =CjK t*: 1 0,(#"), 


Tu = Cuo € -H02 (£"9); I o 5 +o(#), £>0 (o. €"t9); 
L4 


Tu Cu 
ž 1 i...n 1...m ik : 
JV “mb Mj Ma“ PR —> +o(t") 
1...n dh: 
LimJV=— 2, mm (8 mem 24 V'| —G m Mn) 
t->0 j u<v €, 


zavisno samo o masama, nezavisno o €, rix (1 EG<k < n); pritom nije 

bitno, da je limes konstantan u dani čas (što“je trivijalno), nego da je 

CG +0(t), uz J=0 (€), UV =0 (6), Še 

o masama, nezavisno o indeksima 1 < k. 
b) Napose za 2 =3 ima eksplicitni dokaz još od SuNnpMANa 1907 


(cf. »Disk.« 131.2): gibanje ravno G=0, G=0; označimo s A= 
= A mm, mz, površinu trokuta triju tijela, onda je 


24=im—ni= 
=3Vn+n+n (nFn—r) (ru—r2-Hr3) (>mn-bre bra) ze 
—1VisiG-o26—b)26—9. Kelsje 


k=7Verero) (01-02 — 08) (21 — 02-08) (— 0102+ 03) 5 


2A 1 1 1 1 
k=-5: h=—3>5——! h=-—5——=: 
R2 1 A 035 ? 035 013 


3 
rni= 0567, * 40. X i=0. 
i=1 i= 


Relativne koordinate: 


či= X — Xi; i=— 5 + mi 
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<, a C zavisno samo 


d Ike SP dU BSA E 

Sl X Izak mii č ., T=V+4K; 
Š_ U p_ drž. 1 AR 
mo J&? - fm 2 da =U+2K. 


Di=ćin— fm AZ i nn _ (my Tmg) Ni, munj 
iZ=6iN — Ni i=b&mn ra “| BRIGE bt 


M;N j . 
+ kJ, b-1= 75 (m— ni) + +78 čim—ni: 


=a=—(6;+6), de jski Šinj— nij =— (Em —nć); 
U =m (Ši 9 — Ni &k) ie 2 


5) Stavimo : i=1 b=2: 


R3 R 
z——VA+0(R), dp bam 
VR "VAFOWRNVR! 


dU, _ X kk» mo 
Sp =+t+r= rav: (Teor. —8EtEK 
an Da POA (Teor. IV, b) &—>8St=<f<&4, 


T29 T9? 


R 


;rlo malo mijenja, ako smo blizu trojnog sudara, Dalje: 


k=o0t—oi=0*—5+0()=K+0(R); k=K-+0(R), 


k=k--0 (R), k ubo (R). (v==1, 2): no još više: kk, =0 (R). 
Bo odU, ki ky " 
Doista: a se disa + 0(| 7, "du —U'= 


PI gao 24 i 
E=F2 2 +0( m) VR—vR], h—dz=rf<=t"<t, 


BRERZR'Z0; postoji P>1, K=pR“, VR=VR/vVB: 
U'=0,(R) U"=0(R)=0,(R); 0.(R)—0,(R)=0(R) VR = 
Kk/ ar 
—E0| S (157) F: Fi/=0(R 
72 (R 7 VR (R) 
a Svako # iz [6—,t). Konačno je: % 


Bi 2170 7000: +0 bai LE av . 017 ++ 0103 -h- 082 , 
22? 0s8 (05 — 02), k.=(0 08) TE peti 
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« 3 38 . P 
Vi=m, (R2k). 1 (2 <. a mdk, Pr Mom Uag= Pa kka 


O (R)—>0 integracijom. Dakle se hoki triju tijela 


k (es — 0) =0(R), k(—0)=0 (B); k(e:—e:) =0(R):; 
k(oi-bo2-+0) =3ko1+H0(R), k(0:--02—0) =k0+0(R), 
Množenjem izlazi: 4k*=3k*0*+0(R); 
Peč om 
O (R) 


osnovna alternativa. 


Razmotrimo: 10) lim & — u. 01>0. To je centralna konfiguracija 


istostranog raki: 
k (01 — 02) = 
0 —e=0(R), € 


0(R), k(a—o)=0(R): a—o=0 (R), 


2 —1+0(R), Er +0 (Bi 


D 3 2 
lim Fa: Fe: ra=1, t—>o0. o'=lim I —lim nj X 2 
v=1 Ny 


3 1\-" 
= lim Tilfi DE (> 2 , A =lim 2RU= 


—tim 2M X F2" (> Lim a 
izi MT, izi Mi Ti. 
DE! Kaba , A=2M i): 


Odavle i formule korolara IV za trojni sudar a = 3. 

2%) lim & = 0, £ > 0: centralna konfiguracija na pravcu, pa je A, =0. 
Ž (nr) = PK (cf. »Disk.« 131.2, Fig. 11, 12) že = 27 (vanjski kutovi), 
PMn=a—e, peče, g=an—e (e£=0(R)); 

Ta =Ti cos (na — ps) + 13 cos (7 — P1), 02 =0 + 02-be, cose =1-be, 


dakle doista pravac. No možemo dobiti i poznatu EULER-LAGRANGEOVU 
uvjetnu jednadžbu za kolinearnu konfiguraciju: 


== E (2) = (ma-b ma) 25 -+ (2 ma -b 3 ma) 2t + 
+ (ma + 3 ma) 28 — (3 ma + me) 22 — (3 my + 2 m2) z— 


— (ma bm) = £€—>0. 
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(ili zamjenom indeksa još dvije takve mogućnosti). Naime: 
= 1+, tafi +r=t, E + NM i (£2+ 142) =ćĆ& &, + 
FM (+73) i; nii=fiši+num-+ ZZ , n=f “čit 
L Z 


. ER H> e Rs B 
+? Pi ga (mm 33): =— 


Pm bm rai rp h— ka 


12 


(7702 -b- 23) EAde 


Fi* 


Ši će ++ MiM» ćića hita # , šiba mima 
+ m TiT25 rm Ta 785 +: TiT»2 i 
čić 
=cosp=—1-+be, a aop=14t; 
E. __m+ms_ m Mi g ma+Mma , m m 
. Ti* TR iu 91? Misi 
_Mmrm, M, M. rz vwe W2-be 
"= og a 052 + 012" nar asi E 
r _dn_dn R VA+e dn Mrbe, dru VA.R": 
 , ak“ a OdR“T OR oš 
VR OR 'dR pire 
Ma r/=—2 SE! = m)--2 zvite Vb. 
VA \V' VE Ak E. 
BE t=om u=—2VA+, _aV4+s 59) 
S VR VR 
2 vire Vb— 


; Ai=2v+eE, AoY=2m-+e. 


E;i La 
Eliminacija od A daje E (z) = €; q.e.d. Pribilježimo: 
4==01 (1-+2) “b% 03 =012 + €, 


ma? U ZKU) 


“a Veze (mimo) +2mmsz+m (m2 -+ ma) gro 


1 ji 1 
A=2M -- s: MRI 
i m2(1--z) maz| ov 


Ima i dokaz prema _Miranković mu 
; t 
»Disk.« 131.2, &* S» aL. Ićevu teore o centru gravitacije: 
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Lema VII.: Kod svake simultane kolizije grupa masa, koje se suda- 
raju, giba se u limesu po zakonima problema dvaju tijela oko parcijal- 
nog baricentra. 


Dokaz: a) Po teoremu V je limitna figura parcijalne sudarne grupe 
od A masa (2ZA <n) centralna konfiguracija tih masa; po lemi IV 
(32) se svaka masa u centralnoj konfiguraciji giba po zakonima problema 
dvaju tijela; q. e. d. | 


b) Napose je prema problemu dvaju tijela fundamentalna limitna | 


relacija poslj edica integrala energije: 
 u=2 (+t)=2 md: 27h, 


Vro =—V2(m+ m) +2 hr, Vrr=—v2 (ma + m2) + O (1%) 


(cf. »Disk.« 111.2, p. 14/16; 112.1, p. 23/24 (54); 113.1 (84) (85) p. 33: 
211.2 Kor. I, p. 84; 212.4 Kor. VII (26)) ili r*?= ki + O (r*:) (22), 
Teor. IV, qe.d. ' 


Napomena 1I.: U ovoj raspravi sustavno ostavljamo po strani pro- 
blematiku imaginarnih sudara, a na temelju toga i teoriju tzv. algebro- 
morfnih funkcija, kao i detaljniju primjenu teorije uniformizacije ana- 
litičkih višeznačnih funkcija. O svemu se tome opširno raspravlja u 
»Disk.« (passim). Ovdje provodimo čistu i strogu izgradnju realne teo- 
rije problema više tijela. 


2. KONSTRUKCIJA RJEŠENJA 
21 Lokalna regularizacija ili uniformizacija 
1. Egzistencija lokalne regularizacije. Teorem VI.: Transformacija 
nezavisne varijable, vremena t, na »pseudovrijeme« u ' 
(33) dt=J;.du 2ZzA<Zn 


SUNDMANOvA tipa, regularizira (uniformizira) gibanje sustava od n masa 
u času ć, ma kakve simultane kolizije A masa. Regularizirani sustav dife- 
rencijalnih jednadžbi ima »samoadjungirani« oblik: 


Mind (4 dejt av, 

(34) alor 2)- mom 

(34 BEBO 2 da la.25 
du? VJa du du m 04 
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10. RAD sra 


= Doxaz: a) Opći slučaj: 


da _ Vo =, šk. MN OR 
"A TE gom di=VJadu; da Ve To 
FRE S M S E. ji 
dž di (2) Vi, du (že) 
md 


s. _1 .dm\ __3V 1 dVla da 
VJa du or du) 0 xi * — 7 du du 
1 Va, av. 

VJa: du? m E bika 


da _ , da 
da 3 s 
Tera dal | 41, 2V|._L dV _ 4079 _ 
VJa du ||du m dmi" ya du dt 
Mi = —1)g A/g Mi “ VJa . =a 
zik i poje odi Jaa= i (Vra) Vu=KE4 +0 (t"), 
1 ,dVla,dai ' 
Erekrak i = Brogiiskroaha?; 
dV Ci Mi M 0 Tik 9V ud 
Nm —=— 2 .———-, => = J 9 
M-a ja Peski Ši em (2) gl 
< e JA| Or 4 m ; 
SA mm (sa <P" lSB+BP=B 
što je nužno i dovoljno za regularnost sustava (cf. Tear. L c)); 


o i transformacija (33) je regularna (cf. Teor. IV, c)): B : 
dt=VJa: du, 
MRVE pif u—u -| Ba. 
g g ' VJA 
ll =VIalu|<e, \VJal<u. lu|<3; 
to—8 t ty—d “ t 
m dt dt dt 
ia Eretz EZ JE 
dva" dvaa\ 1) va| jd va 
o— ta to— H 


to—8 , 
dt 

= EV odGE4w—8Z ; 
i: 7 (Eto EStb<t); 
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fa (7) 


4 4 
—_3 (VIA)s — VIA EV"; lu—u|lSV+b"=b; qe.d. 

b) Binarni sudar masA4 71, i m» u problemu triju tijela: eksplicitni 
dokaz SUNDMAN 1909: Tu je SuNnpMANOva transformacija dt = rdu (cf. 
Teor. II, b)) ili 


(37) x 19 u= 2, t=t—t—|rdu" 
to 

d de iš #3 

BI dt du dt rodu du "di 


. Musić; ze dx Pa A .“ 
Po . jm = Tr =T. — ro xa== 
kt g nv ra) =rx-+ qu = + 


=I g abe € AX (female) grid ks 
T T 


Sx? r2SE2 . m da x ra 


| d sad 
—(m+m)+rSxX (r=Sx), ČESI 

* x2\V d Xx KJ 
z +2) g (č)= 


sd (2r,da dsl dj 22) E 
—"du\dx duj "du" \ox duj "du \du] "du 


=(miy-Hme)+r+L, L holomorfno za £—>0, u—>0. 


x dx 


+2020+2%), s (2 


a=",— mim) & Baca Pami =a+nx, taoca 
dr : da , , ž 
Ta (m+m)+rL; g e a 24% 
Š=ri Z=ri=rs, 
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 Transformiraniegularni sustav diferencijalnih jednadžbi za naš slučaj: 


de td , dt 

[ đu da omtmjaaL ZET 
dš 3 de > a M I KV 
ao 76, ge ............e 


(SUNDMAN piše ljepše, ali nedosljedno, ć = £). Da je sustav regularan, 
vidimo opet po limitnim relacijama, dt/du = r kao po a) za J%? = dt/du. 
Dalji su limesi: i ' 

limt=%, imu=0, limr==0, imx=0, ...; imx=0... 


limć=%..lmi—k 5 limr=0; lima=lim 55 (mm) 


dim * —lim e (et -kana) # =1im (77) Tim te) — 
— (miu-++ m») P= (—y2 (mu -H m2) .(— p vV2 (mi -H m2) = 

— (m+ m2) P=(Mm + m2) o, 

XImrX=0, 


«3 imrl=0, 


.. limrE=0..; qed. 
= Korolar VI.: Čas simultane kolizije € = t — ty je ekstremalna, stacio- 
narna točka po vremenu £ ili pseudovremenu u: 

. dj = dr 
(39 S, = = , M 
(39) lim rd lim P= 0, u—>0 
(Doista je prema prethodnom dokazu a) =kK>t6+0(#6:)it. d. Ostala. 
Skstremalna svojstva cf. 1. c, u lemi II, 6)). ' 
2 + Lokalna uniformizacija gibanja. Teorem VII.: Koordinate i distan-- 
Cije u problemu više tijela, koje su višeznačne funkcije vremena, unifor- 
Mizirane su lokalno »SuNDMANOvom transformacijom« (33) i prikazane: 
. onvergentnim redovima potencija po pseudovremenu u; u svakom po- 
Jedinom slučaju (realnih) sudara je 


(40) =a (u) =P, (u), ...; n=n(u)=P, (u); t=T (u)=P. (u) 
(=1..A) P,= Som, u=u—u (uo ==0 ev.) . 
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 DoxAz: a) Opći slučaj simultane kolizije od A masa između » tijela 
(2ZA<n). Prema teoremu VI je regularizirani sustav diferencijalnih 
jednadžbi (34*) regularan u času ma kakve kolizije : od A masa. Po teo- 
remu egzistencije CAucHy-PIcARD (cf. teor. I) je to pogotovo ispunjeno 
izvan sudara. Dakle su po tim teoremima koordinate xi, u, ži i distan- 
cije ri, kao i vrijeme t zbog (33) analitičke regularne, dakle holomorfne 
funkcije »pseudovremena« u u okolišu sudarnog pseudomomenta #4 (koji 
odgovara momentu £=t—t). Prema tome se daju prikazati kon- 
vergentnim redovima potencija x = x (u)...; nu=n(u); t=T(u) za 
lu|=|u— Ulo |Zs. . Izvan sudara vrijedi teorem I, dakle je x: = xi (u) = 


=P,(u)= ba Ćy w itd, a = 209%... 1t. d.No u času sudara je (ali samo 


* za mase u ka po limitnim pona teorema IV: 
Co = lim xi == pi: lim ri =0, E =q9h+0(r); cr =lim si = 
= lim VIA = 00 lim Vre (Vr a — 09-lim Vri+lim a 
«lim (Vri-7) = 09+ prki lim Vri=0 t.j. (39). |el= lim [af] ZB. 
lim : "=lim o ša 2 + lim ME. 
= Oe) -+ lim (da. iz ma. =. = 


\k=1 Tik “Tik 


= lim (Ra- +Ra- 24) M ku M (rm e mm. 2 = 


Tik 
- =lim Ra: Ry) -lim (RA) + 2 ma pu o = 
— (-ob-pek+ ŠI mrda O, |c2| > 0; O<|el ZB. 


= VŽm i m 


dt 
no == , 


Ran 7 du=P, (u); 


b) Binarni sudar u problemu triju tijela (SUNDMAN 1909) (cf. Teor. 
VI, b)). Rješenje regularnog sustava (38) dano je općenito TaynoRovim 
redovima i i računa se samim eliminacijama i derivacijama: 
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“ab u 
i=>3 g) (u— u0); “=X>3 EE (U — o, ' 
i=X 4155) —uh r=24 125) u—u 
(ža 7hu— vo 
1%) v=0..X%=0; v=1.. £) =x =0; 


"=2.. ES (2), = (a+r2X) == (mb m) o #0. 


dx 
va Kom je evidentno. 


2) v=0.. 60 v=1.. gi —(r&)=0; 


ZVE mazi 


O 
=[r6+r5,=0+0=0; v=3... (= 
du? 


= d "E T pa dr, ,dč .= 2 
a 32 vih) — Ere ntirs+r = 


= i BE d 
=(M--m)i zo=—M E £)- 


du 
— ME (da +5) +Min 3 (4— 2) + 
du \rg du \rš  rgf 
Te ga SE —>0 t--0 
Ara “i +0-const-+-0-0-H0-0=0. 
Analogno Š, 5>=— _: (ro = 12 = 0). 
a 0 


Posredne veličine a, 8, y ne trebamo! 


B— (m-+m+r2) ć+3rrE+n nih = (mi + m2) šo kem 
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: . dr Er . sa d?r\ > 
30) v=0..n=0; v==1.,. = To ==:0; P=2 ().= 


= (45) = (my bm br To = M+ M2. 
du/o 


x dr 


; \ == « 
Ili s pomoću: S#*=S (5) =—=1. Analogno r= I 


4%) Najzad 2 =r, t=t—t=|rdu ili direktno dalje. Tako smo 

. što , . . , 2 z 
«dobili eksplicitne SunpMANOve redove u slučaju binarnog sudara u pro- 
“blemu triju tijela: 


a a sus, o 


: ikre Čo(u— uo) -b e, +09 


«= (mi-b mo) p (U — Uo) Bes +05 
(40 bis) 


. M Ma) 
ok a LEŠ (u— uo)! 2 
P= RE (u — tkd 1 (mima) (u— 1) H+ 
t=i—h=" (u—u)-b... qed. 


3. Analitička prolongacija gibanja. Korolar VII: a. Isa 
«cije u problemu više tijela su troznačne funkcije . Ka are 
jedinog sudara, i to algebroidnog karaktera: čas su < sa 
«trolisno algebarsko razgranište tih veličina, kao i pseudovreme: 
(Teor. VII, inverzno:) 
(40%) u=u—uw=Pi(t'), t=i—tb; 
*=P, (#0), 4.5 r=P,(69). 


| jedini oblemu više tijela 
Napomena 11].: U svakom pojedinom sudaru u pro | o je 

prema analitička prolongacija gibanja preko momenta dai kae je 
gibanje bilo do momenta sudara realno, ono je realno 1 poslije de 
menta. Prvi dio te konstatacije je samo druga formulacija eo: ag 
VI:+ VII, jer je gibanje po tim teoremima regularno aje mh 
metarski s uniformizablom (pseudovremenom) u, formulama ( ik i aa 
«deni redovi potencija daju odmah s obje strane pseudomomen : s ma 
u =u—u = 0 eksplicite obje funkcije, koje su analitičke pro! ea 
jedna od druge. Da je međutim realno gibanje realno prolongabi 
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preko momenta sudara t =t—ty = 0, posljedica je prikladnog stupnja 
ME parni nazivnik u ?/s) algebarskog razgraništa; sam algebarski karakter 
sudarnog singulariteta omogućuje uopće prolongabilnost, koja bi, među- 
tim, mogla voditi iz realne na imaginarnu determinaciju. SUNDMAN 
je 1909. radio ovakvim tipom zaključivanja: sve izvire opet iz limit- 
nih relacija x = gia #-b0 (€), t=res, gh vi ei5 ima 3 deter- 
ominacije o = 0" oi95, gj — vh gislot2m) gio — Ph gililok4m): za € <o 
realno mora biti o = =, € *=4,"<0o realno; za £ >> 0 realno mora biti 
o=0, € =" >0 realno. Dakle ćemo trolisno razgranište € =0 
obići beskonačno uskom petljom (lacetom) u kompleksnoj ravnini (£) tako, 
da bude promjena Aargt=A0=3a, t.j. A argt'"=/0/3=a; stim 
upravo prelazimo sa €" na £;" trajno realno. Ovdje, međutim, ne ćemo 
dalje ulaziti u metode teorije (kompleksnih) funkcija; o tome cf. »Disk.« 
(passim). Napominjem na kraju samo, da pami nazivnik u limitnoj rela- 
ciji za slučaj imaginarnih sudara ma kakve vrste: n= ati +o (£") 
mišta ne smeta, jer je tada gibanje i onako imaginarno, iako su lim ni =0, 
f —>0 realni. 


22. Totalna regularizacija ili uniformizacija 


1. »SUNDMANOVa transformacija« kao karakteristična metoda integra- 
Cije. Definicija VIII.: Funkcija S (1) = S (Fa -..Fain) =S(ra)1<j< 
<k<n), simetrična i homogena 1% u svim distancijama 7;x zove se 
SuNpMANova funkcija. Transformacija nezavisne varijable, t. j. vre- 
mena # u problemu više tijela tipa 


(41) dt=5 (r).du 
Na parametar u, tzv. pseudovrijeme, gdje je S (1) ma kakva SunpMANova 
funkcija, jest transformacija ŠUNDMANOva tipa, 


Teorem VIII.: Transformacija SuNpMANOva tipa (41) regularizira 
. (uniformizira) sve slučajeve problema wiše tijela, za ma kakve sudare. 
Regularizirani sustav diferencijalnih jednadžbi glasi 


d b ia IV 


ze I PELgE m : upi: 
% du \S du M, Om" Gadšs)h 
da_ (1 dS\ da. 82 3V 

(42% =: Micro ila RPM JA : 
po) du? (5 S) du m ox? 


Moment £ =: —b=0 simultane kolizije, odnosno pseudomoment 
Hu =14—u je ekstremalna, stacionarna točka: 


. do . drijk . dV 
(4 : g ik NE 
( 3) lim da m lim = lim = =0 u—>0. 


Koordinate, distancije i vrijeme uniformizirane su pseudovremenom u 
Sao uniformizablom i prikazane konvergentnim redovima potencija po u. 
J y . . . . . 

U slučaju (realnih) sudara ti su redovi oblika 
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(44) sim su (u) =P2 (u), 5 Turu (u) =Pa (u), 

t=T (u) =P?, (u). 
Obratno su koordinate, distancije i pseudovrijeme višeznačne funkcije 
vremena t, koje u svakom (realnom) sudarnom momentu imaju trolisna, 


razgraništa - 
(45) u=P, (€); ua=P, (€), ...; Tu =P2(€9) 


DokAz: a) Dokazni postupak teče posve analogno UJA=84) onom 


. u teor. VI, a) kor. VI, teor. VII, a); kor. VII. Operatori: 
ša 4 A_r alt a\ 
GG) iš du! A-4 6) 


d do a d d 
du = £-51 (54) 


EuLERov teorem za SuNnpMaNove funkcije prema definiciji VIII: 


1.7 9S ' m 
(47) Žir S (109) 
ira? Tjk 
t dS da 1 AV 1 dS_ dS 
= odno 2, M pri Pt 
zi BiB du du id dx|' S du di 


_dt aa vn) VJA Si 13 +05) DA 


— keno 091.2 (8) + (5) e=“+o E: 


š- homogeno O" u 7jk; 
d (S S dV S RULUSKE: 

g Epu MZ pi. rez Kli M 
o=|4(5)|=5 KI ši! * ox a Th4ooo0M 


AV a S? 0 Tik Oa S? 0 Tik m. 
—|= . < de = 
: Xi & ika (5): Ir) sA jak REKET <. 
d Šš rd d 
ii=|s2 e = vra ai Va -£ : Vra gg . SNES 
j 


dS Zali (1&-+ ti. BU E o (£)| +- 


"ts 1/s\] 1.85 

iko oo [te 

o kt": +BY bo (9): (tko (€) Bu. t-+BVW-+o()<B; ž 
w'|EB+B"=B; lxr'|—>0. 
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, 14  |<U u=o— dištat): IE: 


b) Transformacija SunpMaNova tipa (41) je regularna: 


(41%) dt=S-.du, t=t—t4=|S.du; u=u—uw, 


Uo 


t 
dt s že 
—m—.—u—|)$: ltl=5-lu|<e, lu|<o, [Sl<n; * 


«af felelftL [fel 
af\- 


IA 


S& 


doro NE ana 
—2 |afs|=2W8—vsi=v, 
S. 


; Naime (of. 1. c.): 


a.dS_V5 (y— drx\ [dS_d 
VS G— JE (vra a) EH u) (Const +- o (r)) - 
uš (Const -- o (7)) + (Const -- o (7)) == Const -+- o (r) £ 0, 
a 465 
VS. E—e<o, mE“ S<%—aizč =7>0; 
u—uwlSH+b'<b; qed. 


c) Preostale tvrdnje, uključivo formule (44) (45), izlaze sad posve 


jednako kao u teor. VII + kor. VII, jer se osnivaju na jednakim izra- 


zima; q.e. d. 
Mem IX.: Svi slučajevi problema više tijela daju se regularizirati 


uniformizirati) i integrirati točno transfonmacijom SUNDMANOVa tipa 


E); ona je karakteristična metoda integracije problema više tijela. 
 (»Prošireni SUNDMANOV teorem«.) 


Dokaz: a) Slučaj problema dvaju tijela n = 2 (»Disk.« 231.2, Teor. 


XXVIII). Na poznat, klasičan način izvodimo integral ploha: 7? : JR C 


dt 


——> 
*  (r:radij-vektor My Me; V: prava anomalija, c: dvostruka. plošna brzina 
M, relativno prema m,). Integracija: 


ce=Vuh= VE (mrtm)p=Vraa(1—e) =na? Vi—e#, 
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' v. , do 2 
v=2arctg6, O=tg 7: P.A gm: 
P* 2d8._._uil>ta_Vi=t.ie 
uo (16 oVizo= Vi tg 2! 
_# _ al—s _ali—HUuroJ 
= irecosv (rect —a1r)rai—e) 0? 
h 1-0? 


a(1—9)(1+0%) _ a(1—9(1+09, 


9 e 3 1? 
+19) 


do= Vi: do, andt=r ife 1 bu? = dE, 


E r 
da a dA See . Q(2) pe kš ua 
wv=tg 7; andt =rdE (EurEeR); S? (1) = : 
dt=8S0%(1)dE, E=u. 
' a 1 ž kog 
Faktor integracije za an s = ire je TE = re . Tu klasičnoj 


BiNETOvoj, LAPLACEovoj, LrouviLLEovoj, STACKELOVOj integraciji mora 
se prije definitivnog izvođenja vremenskog integrala uvesti navedenom 
EuLERovom transformacijom u stvari transformacija SUNDMANOVa tipa. 

b) Ja sam za slučaj problema dvaju tijela dao pet novih metoda inte- 
gracije. Dvije se osnivaju na pojmu imaginannih sudara, te ne ulaze u 
okvir ove radnje. To su »sintetička« integracija (»Disk.« 213.2, 'Teor. 
XIV—XVI,pp.96—98) i »algebromorfna« integracija (»Disk.«223.1—3, 
Teor. XXIII—XXVI + Kor. XXI, pp. 112—118) s pomoću osobitih 
beskonačnih redova. Treća metoda se osniva na rubnom problemu pe- 
riodičnosti (»Period.« Kor. II—III + Kor. 1, IV), of. točku 2. Ovdje ću 
reproducirati dvije metode, koje se isključivo osnivaju na LAGRANGEOVO j 
formuli i SonpMaNovoj transformaciji, a daju se poopćiti na n 23. 
Objema metodama izražen je princip redukcije problema dvaju tijela 
na harmonički oscilator. LAGRANGEova formula: 


1 do : 
area 
EULER-SUNDMANOVA transformacija: 
d an d 
andt =rdu, s s 
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1%) »Metoda BonuiNa« = Eliminacija vremena (»Disk.« 232.2, Teor. 
XXXI, pp. 127—128) | 


J 


dg de 4 an d (andr\_ 248m? dr n2 a3 

2 de 2 r du 7 du)- 2r dur +24, 
d?r 2h 
duž ane ) 


i Jedna kvadratura: ni = [2 du (Diskusija: 1. c., i integracija). 


2) »Metoda SussoriNa« = Eliminacija distancije (»Disk.« 232.3, 
Teor. XXXIII, pp. 129—130) 


1 dr? a3 n? i 

mea +H2h=atn. TP ak2k—an +24, 
1 dr? 1dr dr d 
Code AE o o + JA >. 4 r 
sar. u--2ht; že raid ai i 


: dose > Pne 
Jedna derivacija: r = an . (Diskusija 1 integracija: 1. c.). 
€) Nepravi posebni slučajevi problema triju tijela integrabilni su 
semi-SuNpMANovim transformacijama dt = S* (2) du: 
1% 2 fiksna centra sila: »transformacija LAGRANGE-JACOBI« 
0 
d=2 dv=(2—u)dy; u=csE, i=<chF; 
Ga=1+u, a=1—u 
(>Disk.« 111.2, p. 15/16). 
2%) Restringirani problem: »transformacija THIELE« 


dt = 0,02 dy => (ch 2F—cos 2E) dy; 
ć=cosE-chF, u=—sinE-sh F 


(»Disk.« 111.2). Tu je naime samim uvjetima problema isključena opća 
simultana kolizija, jer se obje mase (fiksne, odnosno konačne) nalaze u 
Ba tantnoj udaljenosti. Zbog toga se zahtjevi na SUNPMANOve funkcije 
posu oslabiti, te je za regularizaciju nužno i dovoljno, da funkcija S* 

transformaciji dt = S + du bude homogena 1% u svakoj pojedinoj di- 
 Stanciji, ali ne mora to biti istodobno u svima. 


155 


Dalju grupu semi-SUNDMANOVih transformacija, koje regulariziraju 


binarne, ali ne i više sudare, sadržava završna transformacija samog 
SUNDMANA iz 1909. 


8 oo 
dt =Tdo=]1 1—esp (— ") du = žTm du, I'm 
iz1 sa 


simetrična i homogena stupnja m: Ti = ma .... U »Disk.« 21143, 
Teor. VI, p. 87 pokazano je, kako se s pomoću jednostavnih, elemen- 
tarno-simetričnih funkcija mogu odatle dobiti ispravne »SUNDMANOVE€ 
funkcije«: ' 


S=P.l=n g), S= itd 


m Ri 
Tamo su diskutirani još neki oblici. 
d) Za opći slučaj je prema dokazu a), teor. VIII jasno, da ne ćemo 


Rio 


dobiti ispravnu regularizaciju, ako je S (r) homogena stupnja u shit, 


svim rjx. Naime, | xi“ | su 5 0, co onda i samo onda, ako je to lim S (r)/7in. 
Za svaki e >0 je stupanj homogenosti u =1 + e već kritičan; trans- 
formacija je ili »prejaka« (u>1) ili »preslaba« (m1); svi su 
TayLoRovi koeficijenti tada 0, odnosno oo. Ako je pak u = 1, onda je 
prema (47) 


53 3S . Tik 


= (rux)lruw—>G 
fZk Tik Tu (rudfro 


nezavisno o svima #;x, dakle zbog 
95 ' 
TiklTuw—>€, Kr +e=hk, S =RkjyTjk-hH 5 GE. d. 
Tjk 
Korolar VIII.: Najprirodnija SuNpMANova funkcija ima oblik trans- 
formacije LEvI-CrviTA (1917): 


(48) dt = 


u=u— o = [ V (ć) de, 
gdje je V potencijal (3). Doista je: ' 
AR i/Š mim Hi a) : (S Mj Ma Sn—1 0) ; 
V Tjk j<k ira 


j<k 
- 1 o" (II... 
. Tik = 0*Tjk, P= EE 


prirodnost pak izvire iz mehaničkog značenja te funkcije S. 
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Hej : 
3 de o Vt2h (12), gdje 


Je J LAGRANGEova funkcija (9) ili (11), glasi nakon regularizacije trans- 
. formacijom (48) u samoadjungiranom obliku ' 


(49) . ( s) _, (1+ < 


Korolar IX.: LAGRANGEova jednadžba 


d 1d d? 1 d £ 1) 
Ako još uvažimo (48), dobivamo: 


(8 i (vd \.J 


V d.=2 (u-+2 JERE (u +2 ht) 

def aka Teor. XXXIII, Kor. XXVI, pp. 130—132). 

NE e Srima be jata Voinea | 
(52) Jo)=2 (kT? (u) -+uT(u)— |T) dE) + 

: + (Vo Jć— 2 uo — 4 To) T (u) -- (Jo + 2 hTo* — Vo Jo To). 

Ako napose počinjemo integraciju od u, = 0, dobivamo nešto jedno- 


 Stavnije: 
(653) I (u) =2 (AT? (u) -buT (u) — | T (£) dč) + Vo Jo *T (u) + Jo. 


20) (21 22), .250 s "niša 2 s pm a 
Mo. )P /251: ponajprije je za fa Polje T (u) m urTiuy 


(54) T>u)<0 TQuW)Z0..uZ0; T(0) =0 

bog V(u)ž0(—o<u< + o); isto je J (u) 20 za sve u. Sad (49) 

daje (analogno kao za (50)), uz oznaku ze =/J (u): | 
u 
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Dokaz: a) cf. »St055.«, Teor. VI (29) (28) p. 9/10; »Period.« Teor. V i 


(56) 


(58) 


u 


ni . [u—u) +L2h Ea V (u) + S —V (o) Tlo) = 


—2[u—w +2 kT (u) —2 kT (u) 
Ti). zh 


dJ Uo T (0) |, V (20) I (10). 
n=bvo— viti! vi vet vla 
dJ 2[2hT(u)-+-u] + VoJo — 2 [0+ 2 hTo] 
(55) du V (u) 
b) Kvadrature: : 
g pen E gra, 
zomi 6— | re dć, lv T (£) E 


u 


T(E)dE_,f ai misi 
2 | IB —2|TOdT() T(6) 


daju adja od (55) onda (52), a (54) reducira to na (53); q.e.d. 


Definicija 1X.: Periodična rješenja problema više tijela definirana 
su svojstvom: 
na+)=nit) odn. n(u+k-o)=n(u) (k=0, +1, +2..ininf) 
(i=1 mo (2) bilo koja numeracija indeks4 j<& 
| ružo r(e)=rTI(0) =; 
Jau+ko)=J(uZ0 J(e)=J(O= JD: 
V (u+-ko)=V (u)Z0, V (e) =V ()=V.. 
Lema LX.: Iz opće teorije Srukm-LrouviLLEovih rubnih problema za 


samoadjungiranu običnu linearnu diferencijalnu jednadžbu 2. reda 
izlazi: Neka je dana jednadžba oblika 

d dJ e 
Lo= 2 (0-22) +a1=100 


i ivabil Ini si- 
u) > 0; q(u), f(u) neprekidno, p (u) derivabilno. Fundamentalni 
Za Sidi mu dhe kto jednadžbe L(J) =0 neka je J,(u), J2(u) s vron- 
skijanom 
Ji (2) la ps +0. 
Ji (u) J2 (u) ) 


Tada je »osnovno rješenje« partikularni (simetrični) integral homogene 
jednadžbe 


d 
T(O)==0, T(o) ="; 7 i 


(57) 


W (u) = 
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M 


ho bea RE E nei 
(59) keš: 


2 W (£) uzi 
ro)=r(Ewy OZEfZo 
s prekidnom derivacijom konačnog skoka veličine -+- 1: 
s) S: tl S 
| (60) (2 Nad +1. 
Onda je partikularni integral nehomogene jednadžbe »izvorna funkcija« 
(61) I (u) = | » (u £)f (8) de, 
a opći integral nehomogene jednadžbe 
62) JU) =J,(0 bal (u) -+ ce Jo (u). . 


Tu se naravno integracija izvodi u dva dijela: 


(63) IruĐrgd=|rosisuwfid+ 


, 


S EZCESS=PNAGETA 
Dokaz: a) (Cf. »Period.« Teor. VI, p. 252/3) 


le—fal—2 leto — 9 00]) 


k mr J1 (£) , z 
= HA Ji &=)— 70) +J2 20), u>E€+-0; 
a __1=V8&_,1.(d iva 4 
(2) =- ki Muk i E 2 FO +? 
| u—>&£—0; 4 =+1; LA = | def) .; (a6 


[0] 
egzistira bez obzira na punktualnu prekidnost integranda konačne 


veličine. 

b) že W= NEZ de +] 4250045] = 
_[( a» dy 
Ma lt: zana E) j 4) T 


+ (1 a2 rod—(22) + w|= 
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fa u4,£) 5) (dr 
= | 2rEB poa+ sto [27).— (68)... 


0 + 


,_ (dy d»\, = (32) ii) +1. 
. ja 2). G= du u=g+0, du u=£—0 u 


J4 (= | 1" (48) () 4+ (0) 


La=|10)f0dE+/(W=f() LGl=0: ad. 


Lema .X.: Rubni uvjeti problema periodičnosti glase: 


1e)=10) (24).= (Gi), 


Rješenje problema dobiva se tzv. GREENovom funkcijom, ako takva 
postoji. To je specijalno, simetrično osnovno rješenje, koje mora udo- 
voljavati uvjetima na rubu (64), skoka derivacije —W (£): 


6) Guo=otw: (25) —(42)——vo= 


£-o 
(69.691): 
76) fuj“ 1AKl-a - 2 
uz uvjete na rubu: | 


(66) G (o, €) = G (0, #); E E) 


Uvjeti će biti zadovoljeni postavkom —W (£):y(u, £)= G (u,£) (cf. 
»Period.« Teor. VI (30) p. 252) za tri prva STURM-LIOUVILLEOVA pro- 
blema, općenitije postavkom 
(67) G (u, £) = — W (£) » (u, £) + ci* Ju (u) +- ce* Iz (u), 
- ako konstante c,*, c,* uspijemo odrediti u skladu s uvjetima (66). 
Teorija integralnih jednadžbi jamči, da metoda GREENovih funkcija 
osigurava egzistenciju stvarno najopćenitijih rješenja problema perio- 
dičnosti jednadžbe (57). Neka je naime dan izraz: : 
(68) AQ)=L0+ =f (u). 


Onda su sva periodična rješenja dana kao rješenja integralne jednadžbe 
(69) J(W—2A1G(uBĐJE)dE=g (u), g wW=| G (u, £) 1 (2) dč. 
[0] \ 


Rješenje pak te integralne jednadžbe dano je resolventnom jezgrom 
(70) T(uif)=G (uš), 


(64) 


M lim p (£-+- e) 


£->0 
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koja je GRrEnova funkcija »proširenog« operatora A ili jednadžbe 
MJ) =0. Ako egzistira ta resolventa, zbog simetričnosti GREENOve 
funkcije postoje rješenja nehomogenog problema f =£0 i odbrojiv niz 
zedj Pojedinosti odnosno funkcija 4, Jž (u) (v=0,1, 
2... in imi.), koja su rješenja homogenog problema (f = 0) (cf. jod. 
Lema III, p. 256/7). PS dk a ina 1 
DoxkAz: a) Napominjem, da je formulacija u citiranom teoremu VI u 
»Period.« utoliko, bila nepotpuna, što nije uključila mogućnost (67). To 
. podnipošto'ne utječe na zaključke i rezultate te rasprave, kako se dalje 
vidi (zbog A = 0). Verificiramo (65) s postavkom (67): 
dG dy “io " 
du TO VO T, rečdi (u +e" I; (u), 


dG d | 
(26) — VW (£) 2). GJ (Ebe) He Jes (£+e), 


dG) _(dG\ __ dy d 
(E . (ze h.=-" (€) (6). (2). P 
+ ciš [Ir (6+ 0) —Jy (&6—0)] + c2* [J2' (£ +0) — 
—Jz(č—0=—V (#). 


zbog (60) i. neprekidnosti derivacija fundamentalnih integrala J,', Jy'. 
b) No kod nas je: 


LO=€ (i)=2(1+ 22) art, LO=2 (v2)—o. 


du 
d J dJ c 
ri=a=nhga 26 
du Vod, du V(u) 


So=cT(u)+e, ce=. 


Eo je opći integral homogene jednadžbe. Zbog (56;) Zi = a 20 
. . u u 

Om je monoton. Odavle već vidimo, da je problem periodičnosti > 
Bene jednadžbe nerješiv uopće, dakle nehomogeni problem rješiv. To je 
Osnovna alternativa teorije integralnih jednadžbi, puni analogon osnov- 
Noj alternativi za linearne sustave, Drugim riječima: periodičnost rje- 
frnja nehomogenog problema nije zavisna ni o kakvom parametru /, 1li: 
Od nas je 2 =0 svojstvena vrijednost od (68) + (69), g(u) =. (u) je 
Partikularni integral nehomogene jednadžbe, ali nije odmah periodičan, 
mama G (u, €) sa (65), ali ne sa (66). Zbog toga moramo za rješavanje 
ne omogenog problema periodičnosti, za koji smo maločas dokazali rje- 
e u općem problemu, posegnuti za općim integralom same jednadžbe 
9), t.j. za izrazom analognim s (61) + (62), a prema lemi VIII, (52): 


(62*) JW=J,(u+aTUu)+a, 1 (u) = 
=2 (kT? (u) +uT «)—] T (£) de) 


> 


11 RAD su 
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(cf. »Period.« Teor. VIII (40) p. 256). Napominjem, da je formulacija 
u citiranom teoremu iz »Period.« u tom pogledu bila neprecizna, što nije 
bilo istaknuto (pogotovo u vezi s tamošnjom lemom III, p. 256/ 7), da je 
homogeni problem nerješiv, t. j. GREENova funkcija G (u,£) ne može 
zadovoljiti uvjete na rubu, dakle nehomogeni uvijek rješiv, iako se iz 
tamo navedenih formula (39) i monotonije funkcije T (u) jasno razabira 
ta okolnost, a istaknuti »parabolički« tip jednadžbe (49) (1. c. (37)) to 
potvrđuje. : 

c) Zbog spomenute nepreciznosti, prije spomenute nepotpunosti, a i 
zbog značenja pitanja, izvodimo račune eksplicite: 


T(u) 1 ga 
Ji=T (u), h=1; Wu=|_1 .|=—-sn7?o (izvan sudara) 
O) 0 V (u) 


Odsada suponiramo, da nemamo sudar, a taj ćemo slučaj obraditi u 
Teor,. XI i Kor. X 
1 [u zi 


re)=+zTW—TOVOyze 
(cf. »Period.« Teor. VIII, p. 256) (67): 
G (u, £) =—W (€) y (u, £) + Ci* T (u) -- c2*; Jo (w) =), (0) ==/1, 
J/ (o)=J:(0)=0 G(uć)=+ EI [T (u) —T (2)1+ 
+ešT u) +e |#Zf; (69; (ZESA): G(0,9— 


—+ i m(—TGI+eć TO +et=oa—TA; 


G (08) =—7 (T(&)—TE+a*T (e) +e*—+ 
+lee—i)Tt +72: G(e9)—G(0)= 
(ed rio a «1, Z6 
— (a )ri )+T(E)=0, € 3 (0)! 

ia 
dG i. od m dica 
GO =+Ivo+vo- V (0) * 
M 1 
dG Loa "NE. pe Sera 
Eli rot vi vi Vlo=vo: 


162 


: + P Ted =(i— DoT (0)+F (o); ži—o=() 
, i 1 


Analogno bismo pokazali i za event PPR ADI 
ualnu kombinaciju »* = 
+ 6% T (u) + co* s uvjetima pra ze sd 


*—I yg—V6), (dp) _ (a2) _ ye 
Mae oo vio) 
izvan sudara; q. e. d. 


4 Lema XI.: Za periodična rješenja vrijedi: (of. »Period.« (59) p. 262) 


T(u+ko)=T(u)-+k-T(o), T(ko)=k:T(0); [Te dč=fF (u); 
P(u-+ko)—P(0)+F(ko)-+k-T(0)u, P(ko)—k-F(0)+(3)oT(o)-— ke 
: . ko kotu ko ze 
Dokaz: a) ru+to—| Z5=| 4+] dć , g di 
V (€ FO IVE 
mo A ak € VO JVO gp V6) 
| —|+.+]-+.][ 6: č=8%.4L(—1 * 
Boo Va '— Ike, df = oj 
(k—1)o 0 
io de A o ko+u PA : 
vo-ve [25-105 |E 
o. o Gi—bo €! 0 di ko i 0 di 


ć = ko; u=0, T (ko) =kT (0). 


u+ko & Šo kaaa 


ob) Ptbko—|red—[+..+ | +e+[+ |: 


(i—1) 4 (&—1)% ko 


uW 


Ire d—|T(&+(—1) o) dt | (i—DT()dP+ 


o(i—l)o 0 b 


io f 0 


2): 


ko+u 


| rods=(|[ 1(+ko) det — | ET (6) +T (PJdB= O 
0 0 


ko 
=kT(0)-u-+F (u); F (u-+ko)=k-F (0)+ 
+ (2) oT (0)-kT (0)-u-+F (u); 


2 obzir na kasnije formule (73) (75) dobivamo još F(ko)=— 2; 


qee. d. 


Teorem X.: Periodična rješenja problema više tijela su realna 1 ne- 
degenerirana za h < 0; ona su karakterizirana uvjetima (73) (75) uz (74), 
a sadržana su među periodičnim rješenjima LAGRANGEOve jednadžbe 
(49). Taj se rezultat ne odnosi na degenerirani problem više tijela 
(»restringirani«), u kojem je bar jedna masa m = 0, a upotrebljeni ko- 
ordinatni sustav napose relativni sustav. 

DokAz: a) Periodični 7: daju periodične J, V; dakle su periodična rje- 
. šenja problema više tijela sadržana među periodičnim rješenjima jedna- 
džbe (49) (cf. »Period.« Teor. III, p. 249; Teor. IV, p. 250). Obrat ne 
. vrijedi direktno. ' 

Međutim, dokaz se ovog teorema izvodi na temelju LAGRANGEOVEe 
jednadžbe (49). Kako za relativne koordinate n = 3 imamo 


M moa 3 rp # M 
zmaj = Ž ' (12), U = Žž miri (16), 
1 AR | 
3 Te =>U+2K (20, 


vidimo, da svi ti izrazi i relacije gube smisao u restringiranom problemu 

za mi = 0 (i fiksno) (cf. »Period.« Lema 1, p. 250; završna napomena 

Pp. 263/4; »Restr.« passim). .* 
Najzad, neka je protivno teoremu 


d (2.d] 2h dJ ' 
, i (02) =2(1+27)>0 v 1+ tre) 
dJ 


dJ 
U > RE % qu? Gi 


suprotno supoziciji J periodično i < B. Napose za h=0: 
d ds\_ Ž 
(cf. »Period.« Lema II, p. 250). 
b) Dakle moramo raditi s općim integralom (62*). Podvrgnimo taj 
integral uvjetima na rubu: (64), ' 


10) =a, I (o)=2 (BT (e) +oT(&)—[T()4)+ 


h>0 


+aT(o)+e, J()—T()=2 (kT? (0)+0T (6) — | T(#) d+ 


(4J\ _[2(24T(u)+u) ba 
mngrnera Eni V (u) : 
i: fa I >[d]\ _2(2kT(0) boj +e _ 
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2(2kT(0)--o) a (d dj 
E. ' J\ _ (a. 2hT(o)-+-o 
VO) Tv a), (3 :), hac a 
Izvan sudara 1/V (0) 2 0, mora biti uvjet za periodične staze 
73) | 2hT(o)-+o=0. 
Sad prvi uvjet bude: 


=0 


1 (0)—1 (0) —2 (KT(o)-+o]T(o)— |T) 4) +aT(0) —0, 
khT(oW)+o=—hT(0), —24T()—2|T4E+aT(o)=o0, 


o 
[T&d=|5—aT 2) 7 E ZI 
kdo zo Ea ralak“, 
€ (00) 
| =— jaje >0 (k<0) 
(cf. »Period.« Teor. IX (47) (48) 257). 
Kako brojanje pseudovremena nema bitan utjecaj 
mšak eudo utjecaj na rezultat 
Nino u teorem uključili rezultate za sašeiiin seo) mio sij MAU 
«tijela (cf. »Period.« Kor. I—IV), što moramo, brojat ćemo zbog ei 


stavnosti pseudovrijeme od ekst; na : 
točku d)), t. j. veča .. ekstrema od J odnosno V (to je in cf. ovdje: 


ho bla 
(74) “Male mao, (ni 


J (u) ==2 th T? (u) bu T (u) ai T (£)d&)+J,. 
Onda drugi uvjet periodičnosti glasi 


ra na i 
Bo [TO4-—>B-—iTo=—hezo 


(cf. »Period « Teor. IX (48" 
iod. p. 257), dakle : s obzir 
Zapravo interesantnu vezu SE : PEAS 


(75%) Skita 


C) Zabilježimo, da su J (u) i 1/V (u) suglasno monotone: 
(9) 
V, 
(9) 
V, 
Naime: izvan sudara je J>0, 1/V >0; to su pozitivno definitne kva- 


Tatne, odnosno linearne forme u j i 
gne, e u 7, koje postižu ekstrem točno, kad 
tupel (7,.. ra) = ekstrem; tada je istodobno ' Ž 


Z0. 


_đ, 
du 
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1 
L d a 
: 4 (7 
du du 
i i i eksplici stimo li su: opušta Jo = 0: 
“ to izlazi odmah i eksplicitno. Dopustimo li sudare, JZ0 dop ta ): 
ia Tekija uz UV > Oi 1/Vo=0; ako je J>0, to 1/V, = 0 znači 
parcijalnu koliziju, no tada je prema (55) 


dJ 2 (2kT(u)+ul: Vl) =0, d (7) du=o 


0, = Q; 


du 
zbog ekstrema; dakle opet isto. 3 Na 
Korolar X.: Uvjeti sudara u problemu više tijela su ovi: 


(76) (rk 0, EE El 0, uw+2hT (uo) =0. - 


Za opću simultanu koliziju je osim toga ispunjeno 

(76%) | I (0) =0. ' 
Za određene trajektorije »kroz« 2% je: u* pseudomoment sudara točno 
itada, kad je ispunjen skup uvjeta ' 

o (om) =0, 1V(e)=0, Tu) =0, (+2AT(e)=0 


u 


Z Vole =w+2ATa, 5 Go—=| TE)dE+ (+kT)To— 
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a +AT) T= | TE) dE+uwTo-+Hh Te +T) 


gdje je za opću simultanu koliziju osim toga ispunjeno (76*) (cf. »Stoss.« 
Teor. VII, VIII, p. 10 i primjeri za n = 21. c. eksplicite). 
ć iše tijel blem ne 

Lema XII.: U općem problemu više tijela, kad se dakle prol | 
reducira na gibanje u centralnoj konfiguraciji po zakonima ae 
dvaju tijela, moguća je samo jedna opća simultana kolizija. Duž is . 
“trajektorija moguće je općenito odbrojivo mnogo parcijalnih simultani 
kolizija. . a. 

Doxiz: a) Tada je naime po korolaru X za jedan pseudomoment 


sudara 4% = 0: 
go-o 10=o: (22) (57),—0 70) 
Za neki drugi pseudomoment 4, = o je: 


d u 
Fa=% 1(o=0; (2).— (=a. T (o) =« 
d3\ 


“Dakle je“ oR 0) = (o) EE (7), 


4. j. gibanje je periodično po lemi X, (64); q. e. d. (cf. »Stoss.« Teor. I, 


Pp. 4 Također izlazi odmah druga tvrdnja leme (cf. »Stoss.« Kor. V, 
Pp. 6). ; kod 

b) Za parcijalne kolizije su Jy == Imin > 0, ali općenito J&-1o E Ike; 
no sudari ne mogu ležati ni posvuda gusto zbog teorema egzistencije 
rješenja diferencijalnih jednadžbi (42*), odnosno (1) (cf. »Stoss.« Kor. 


III, p. 5). 


Teorem XI.: Sudari (simultane kolizije) u problemu više tijela ne 


mogu se gomilati u konačnosti. 


Dokaz: a) Za opće simultane kolizije to je neposredna posljedica 


leme XI, jer je gibanje uz beskonačan broj sudara & o nužno periodično, 


dakle pseudomomenti (i momenti) sudara (zbog (76,)) ekvidistantni; ili 


je samo jedna takva kolizija (cf. »Stoss.« Kor. II, p. 5; qed. 


b) Za parcijalne simultane kolizije će prema lemi X biti gibanje pe- 


 riodično, ako je ispunjeno J (no) = J (2.0). No supozicija lim £, = £* 


- v> o 
za konačno #* daje lim & =u*, imJ(u)=limJ, = J* v> +o9; 
|Im—Jn| Ze; m, n> N(£). Dakle je uvjet periodičnosti po volji točno 
ispunjen, dakle # (v > N) gotovo ekvidistantno, protivno pretpostavci 
gomilanja; q. e. d. m 
c) No dokaz ide i zezavisno o skupini teorema X iz »Period.«, što na- 


“ ročito ističem (cf. »Stoss.«_ Anm. I, p. 6). Zbog teorema V je lim 6 = 


u—>u, 


 =lim (JV!) = 6, (konst), a lim &, = &* (konst) daje direktno sve veću 


blizinu periodičnosti, bez te skupine. To jasno razumijemo iz dokaza 
teorema X i prethodnih lema, jer smo vidjeli, da su u slučaju sudara 
tamošnji uvjeti direktno ispunjeni. Zbog toga nam teorem XX iz »Period.« 


uopće nije potreban u sistematskoj izgradnji rješenja općeg problema 


više tijela i mogli smo ga ovdje izostaviti tim više, što dokaz na nave- 
denom mjestu nije besprijekoran. q. e. d. 


Korolar_XI.: Regularizacija (uniformizacija) problema više tijela iz 
teorema VIII, ili specijalno korolara VIII, je totalna i daje s po- 
moću redova potencija (44) rješenje problema za sve pseudomomente 
—OO<u< +0, t.j. za sva vremena — o <t< + oo. 

. Napomena IV.: Ponajprije valja istaći, da teorem XI nije trivijalan, 
iako sustav regulariziranih jednadžbi (42) (42%) ili specijalno s pomoću 
(48) (vidi dalje teorem XII) očito nema više singulariteta. No ta se či- 


njenica dokazuje na temelju limitnih relacija, a te vrijede samo za izo- 


'rane sudare s okolišem bez daljih sudara. Za lim t, = t* te relacije 


2 . *3« pra .1.v .. + 
Nisu izvedene. Svakako smo usput dobili, da bi gomilište parcijalnih , 


Kolizija u problemu više tijela morala biti opća kolizija (SUNDMAN 1909), 


Inače su relacije iz teorema XI nemoguće. N ajzad možemo konstatirati, 
E: smo korolarom XI završili izgradnju rješenja općeg problema više 
tijela. 
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3. Numerička regularizacija i prolongacija. Teorem XII.: Rješenje 
problema više tijela uz zadane početne uvjete :(0) = x (0) = 
=V, (x), dobiva se u obliku redova potencija po pseudovremenu (to- 
talnoj regularizabli ili uniformizabli) ' ' 


o go A 
(78) m= X divu, «i Tam Žž o 
v=0 v=0' 


postupkom rekurzije metodom neodređenih koeficijenata iz sustava 
dx _ 1 gd 19V 
du mV) Vox 


0. 


(79) dii = 


u A MiM, Ki — X 


1 ' kalo Ti 2 Tik 
= ET . pi, Mb ME Shi. dE. 
sat 1l..n 
pa Mj Ma Mj Ma 
Mi* 2 : zra 
j<k Tik 0 iko Tik 


Svaki korak sadržava dvije grupe kvadratura: prema (79) ix: = j > . 


b) 

Za kontrolu je najprikladniji integral energije, koji sada glasi 

DoxkAZz: a) Detaljnije formule, primjer i napomene o upotrebljavanju 
cf. »Num.«, spec. p. 52—55. Tamo je navedena i kritička diskusija ($ 22, 
PP.63—67). Osim toga uporedi korekture u »Krit.« p. 49. Ovdje dajemo 
glavne korake. Mase i konstantu gravitacije uključimo u koeficijente, 
da formule možemo pisati preglednije; beskonačne redove množimo 
tvorbom CAucHyjeva produkta. — 

(a) Recipročna vrijednost: | 


co [>] 
l:ra=il: ka Ok U = PA Uik,p "U" 
»=0 v= : : 


' (1... "=0 
A Qik;v* Oin,o-h <. + di, 0" Oh, = Oo» = Pojam 


(b) Sumacija: ' 


1...7 % % 1.49 
2, Ajk,v ) = ka Aw=V (u) Šš dA= 2 Ujk,'v 
Bo »v=0 i I<k i 


iza \s= 
(c) Recipročna vrijednost: 


o vd o 
li (X Dik,v ») = Ž Pih, £ 
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či (> Pin ; Ž na ») (x (Šky — Ši») >) — & Bi, #"- 
B; = & BH pare tso) či. -3 = ći, | 


(e) Divizija: 


(x Bi, >) : (X A, »)= Ci E 
v= v=0 v=0 


(f) 1. integracija: 


o 


(g) Divizija: 
' o iH : [e] oo d 
(+) pHi“ . iP 4w)= Des Tu 


(h) 2. integracija: 


2.0 
z Xi j 
., Dio= "> Di = xp. 


"= 2, =a #1 .f- BD ćv=D;)_1:7,.. 


v=0 
0 2 [+] ' A 

: Pi Dj v S Du» Ni: 
ono) s (5 Be map) — (S Pu oi 


b) Caucnyjevim produktom uvi; i jednj 

DAT ijek se računa posljednji koeficijent 
"a primjer, znamo li već iz prethodnih (m — 1) k koefi ije 
a i ( ) koraka koeficijente 


[0] === 6, 0» H ' , . 
k,0* Oik,2m+k FP ... 2+ Qik,2(m—D+k *Qik,1 -- Uik,2m—14k* 0ik,0 


P dmah rješivo Po novom koeficijentu a4, 2m—1+x; zbog dvostruke inte- 
8 “ad pomičemo se u svakom koraku za dva mjesta dalje, t. j. izraču- 
memo a 2m—14k 1 Cik,2m+k. Svaki se Pak korak počinje odabranim 
moose 2 Teda za 7jx, što zavisi o broju decimala u računu (zapravo: 
b id Ciara poznatih), u koji smo uvrstili početne vrijednosti D;, D;o 
Me izračunali Qin,0 i oi,1. S te dvije vrijednosti počinjemo raču- 
E Je Po spomenutim formulama rekurzije, dok ne dođemo do odabrane 
s'amične potencije, kojoj je koeficijent »na rubu točnosti«. ' 
: Boo sanga rekurzije treba izvršiti »unutarnju« kontrolu računa s 
Paja rudu: . integrala. Njih naime u računu nismo nigdje upotrebili, 
ba de odlično sredstvo kontrole. Oblik im s obzirom na pseudo- 
, eu S i ako uzmemo u obzir operatorsku transforma- 
Slju (51,) PPlj V rd Onda izraz ' 
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u 2 
u Y £ 1 yY dxi 
; X om Sxč =V +h ili k=2ž ms (m) i 
i=1 
prijeđe u sao 
n dxi\ž V “ ) ' ' 
h: mak ; svi 7 vl£ž s (i 

t=1 


Vrlo je instruktivno umjesto transformiranih integrala ploha 


Š.,4 . S; dy 2.) 
Bo) a=Š miaj—všo=V Ši m (m — na 


izi i 
Ci=Z...>, Ca = dui 


koji iziskuju mnogo računa, uzeti t = T (u) prema »BonniNovu inte- 
« (50): : 

gralu« (50) : bira 
ii '—2kl2" du . 
i neposredno ga isporediti s dobivenim redom za (48) t = T (u) = | v(9 


0 
iz dva razloga: ponajprije imamo recipročnu vrijednost di ona 
mljenu u samom računu, i račun je brži, a zatim je ee e ok 
tičnih pozitivno definitnih formi J, V? osjetljivije / ad kad aj EE 
rije najmanjih kvadrata kudikamo ispravnije) nego i ema 
nitnih formi integrala ploh4. Kad dakle dobijemo re pa p oled 
t(u); _ oni ožemo odrediti onu granicu u", za koju s 
ok raki Meko Seoca po. točnosti računa. Tu vrijednost 
mogli bismo nazvati radijus točnosti. se S 
Ki S tim radijusom točnosti u* postupamo u srne da koma 
tijela kao s elementarnim integralom w u nr P raraangakea. 
gracije diferencijalnih jednadžbi. Njegova se vrije . ia oja 
nom, kad postupak rekurzije stane, t. j. kad se po he id 
ne dobivaju numerički iznosi koeficijenata na odabrani: mirrrmen 
jesti Dobiveni redovi potencija predočuju rješenje, teorij : 
pale s, 00, £. i. oo <t< + oo; no praktički to vrijedi =. 
do = zi *| Sad ni vano ili tako, da izračunamo nove vri a 2 : 
o | u E De zau=u*—eis tim vrijednostima kao bti pe 
Mjao aastujšsk. Općenito ćemo dobiti 2 date . zika: jd 
KA . v 1. ž * 1, ušit. di aki : te 
ee zed SKonačni njen odio mike analitička a Pape 
dadoviija potencija oko vrijednosti ku* (k = 1, 2, dB dom da vom 
lom suština svake numeričke integracije. Ili pak na Detaljniju 
prolongaciju oko u* na poznat način za redove . i: je bih htio 
diskusiju jednog konkretnog primjera cf. »Num.« Kod ii: onli 
samo istači, da su pojedini »koraci« duljine u* i ok oo gia 
numeričke integracije metodama interpolacije, gdje 
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[8] R. Vennić, Periodische Lčsu 


[5] R. VrRnić, Numeričko 


[6] R. VERnić, Kritička razmatran 


iz razloga neposredne konvergencije postupka biti dovoljno malen. Bilo 
bi po mom sudu od naročitog interesa, kad bi se modernim računskim 
elektronskim mašinama odredio radijus točnosti redova za koordinate 
planeta i Mjeseca u slučaju Sunčeva sustava, na pr. na 14 decimala, 
kako su računali koordinate gornjih planeta (cf. lit. cit. [8] u »Num.«). 
Čini mi se vjerojatnim, da bi rezultat opravdao upotrebu spomenutih 
egzakinih rješenja namjesto primjene principijelno netočne (približne, 
a općenito divergentne) teorije smetnja, koja traži golemu računsku pri- 

premu. O tome cf. DiRK BROUWER, Theory of the Outer Planets, George 


Darwin Lecture, R. A. S., London, 6. IV. 1955 (The Observatory 75, 
1955, 886; pp. 96—100). 


LITERATURA 


[1] R. VrRnić, Diskussion der Sundmanschen Lčsung des Dreikčrperproblems, Jug. 
Akad. Znan. Umj., Zagreb 1954 = Diss. Zagreb 1951 — »Disk.« 

[2] R. Vennić, Staze restringiranog problema trij 
(Bahnen des restringierten Dreikčrp 
Rasprave Jug. Akad. Znan. Umj. 1 ( 


u tijela u inercijalnom sustavu 
erproblems dargestellt im  Inertialsystem), 
1952) No. 4, 1—43 = 81—123 — »Restr.« 
agen im Dreikčrperproblem, Glasnik mat. fiz. astr. 
= (2) 8 (1958) No, 4, 247——266 — »Period.« 
[4] R. VeRnić, Die Stossbedingungen im Dreikčrperproblem; Glasnik mat, fiz. astr. 
(2) 9 (1954) No. 1, 8—13 — »Stoss.« 


rješavanje općeg problema triju tijela (Numerische Auf- 
lčsung des allgemeinen Dreikčrperproblems), Rad Jug. Akad. Znan, Umj. 302 
(1955) 47—76 — »Num.« 


ja o sudarima u problemu više tijela (Kritische 
Betrachtungen iiber die Zusammens 


t&sse im Mehrkčrperproblem), Rad Jug. Akad. 
Znan. Umj. 814 (1957) 1—85 — »Krit.« 


Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke i tehničke nauke dne 
23. 8. 1956. : 


171 


RADOVAN VERNIĆ 


DIE LOSUNG DES MEHRKORPERPROBLEMS* 


1EXISTENZ DER LOSUNGEN 
11 Die Zusammenstisse sind die einzigen Singularitiiten 


1, Filr. rje >0 ist die Bewegung regulir. Definition 1.: Es seien 
n materielle Punkte mit den Massen m; (1=1...1n) gegeben; sie sollen 
.Sich nach dem NEwronschen Gravitationsgesetz anziehen und es gelte 
die klassische Mechanik. Dann besteht das Mehrkčrperproblem darin, 
die Bewegung eines jeden von diesen m materiellen Punkten fir alle 
Zeiten —oo<t< io zu bestimmen. Als wesentlich wird dabei 
vorausgesetzt, dass 2 > 4 sein kann; im Fallen = 2, bzw. n = 3 haben 
Wir das Zweikorperproblem, bzw. das Dreik6rperproblem. 

Theorem I.: Im Mehrkčrperproblem ist die Bewegung regulir, solange 
die gegenseitigen Entfernungen der Massen nach unten positiv be- 
schrankt sind. 


di = D(g...qa) G=1... s) die rechten Seiten analytisch und holo- 
Morph in den Veranderlichen fiir alle la—q|<a(i=1...s), somit 
 beschrankt |Q;| < A;; dann hat das System genau eine Losung q; (1) 


mit limgi=q9t>t4 (i=1... s), wo _qi (t) analytisch und holomorph 
in # sind wenigstens im Intervalle |t—>t|ZT= min (<. 


b) In unserem Falle ist (2 = 3: SUNDMAN 1912) (1) mit (2) aquivalent, 
oWo das Potential-negative potentielle Energie und die Distanzen durch 
(3) (4) gegeben sind unter der Einschrankung (5). Ist im Intervalle 
ih—d, ty + 8] :rik Ž € >0 fir jedes Indexpaar j<k, dann folgt die 
Beschrinktheit von.V, und auch fiir die Ableitungen (Komponenten des 
CGradienten) wegen (6). Also. existieren die Sćhranken 4, Ai u. š. w.; 
Ma2zbow. ' 


* Origihaliberschrift dieser Arbeit: Rješenje problema više tijela 
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2. Es gibt keine Pseudozusammenstosse 0 Tin S £. Definition IL: 
Sind 7x die gegenseitigen Entfernungen der Massen mj, my (] Ba = 
=1...n), so haben wir im Falle 7;x = O einen Zusammenstoss, Gi t es 
nur ein solches Paar von Massen, so 1st der Zusammenstoss cin bindrer 
oder Zweierstoss; ist ri = 0, rix = 0 (rux =0), so ist der Zusammenstoss 
ein terndirer oder Dreierstoss; ist rix = O fur alle jak =1..n,s0 haben 
wir die allgemeine Kollision; ist ri = 0 fir verschiedene ja M 
von Indexen j #& k je A,B,...S ihrer (A +B +... + S =), so haben 
wir die mehrfache partielle (simultane) Kollision. Fir die Zusammen- 
stosse ist somit O  r;x C e im Zeitintervall [#, — d, to]. 

inition IlI.: Ist die Wertmenge der rix 2 0 (3 SE k) nur nach unten 
deki die Null beschrankt: 0 < rjx E € im Intervall tQ— č< t Sta: 
oder: lim rjx = liminf ri = 0, t> to, aber nicht zugleich lim 7rjx = 0, so 


| ir einen Pseudozusammenstoss (PAINLEVE 1897). Hierbei ist es 
ska: moglich, dass in der Nahe des Pseudostossmomentes ty die 
Distanzen 7jx, die in jedem Moment die kleinsten sind, immerfort 
wechseln: lim 7 (£) = lim min (r;jx) = 0. 

Korollar 1.: Ausserhalb der Zusammenstosse und Pseudozusammen- 
stosse ist die Bewegung im Mehrkčrperproblem regular. 

Lemma 1.: In den »itericrten baryzentrischen Koordinaten« von 
Jacosr-Rapau lauten die Formeln des Mehrkorperproblems wie in (7) 
8) (9) (10) (vgl. a. a. 0.). a. 
ai, a) vgl. S. 113; 6) vgl. S. 114; c) vgl. S. 115; d) enthalt die 
»Elimination der Knoten« von JAcoBi; e) Formeln fiir das Dreikčrper- 

problem; w. z. b. W., ' | ši 
Theorem II.: Im Mehrkčrperproblem sind die Pseudozusammenstosse 
unmoglich. ' ' ' = 
Bewris: a) Der Beweis wird gefihrt, indem gezcigt wird, dass die 
Voraussetzung des Pseudozusammenstosses auf die Zusammenstosse 
fiihrt. Analytisch fusst die Durchfiihrung des Beweises auf der ao 
von LAGRANGE (11), fitr welche die Gleichung von LAGRANGE (12) g : 
Daraus kann fast immer der Schluss J > 0, sogar J vO gezogen . <“ 
und daraus wieder folgt r;x > 0 fir alle j sE k wegen des positiven deti 
niten Charakters der quadratischen Form J (7;x). . 
iko i j ivial, ' hier gibt es kein 
b) Im Zweikčrperproblem ist der Satz trivial, denn hier gil 
We selo der kleinotea Distanzen, und lim r = O folgt direkt aus od 
expliziten L&sung. Wir fiihren der Vollstandigkeit halber jedoch a 
Beweis nach a) durch. Es gelten auch hier die typische je aš 
schranktheit und Limesbeziehungen, die man als TAuBERsche Bedingun 
gen bezeichnet. ge: 3 njen 
Im Dreik&rperproblem ist der Zweier- und Dreierstoss z za 
e: fur beide Kihrte schon SUNDMAN 1907 den Beweis in der go 
gebenen Weise durch. Hier erleichtern die Peg srekijake. : 
durch indirekte Schlussweise das Ausschliessen des Wechselns kleins 
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Distanzen. Fir a =2 ist Jo = cr?, firn=3 J, = J. Beim Zweierstoss 
bedienen wir uns bei der Abschatzung der Differentialgleichungen aus 
Lemma I, e). 
d) Der Fallx > 4 geht fir A =n (allgemeine Kollision) včllig analog 
dem Vorigen; desgleichen fiir die »reine pastielle« Pseudokollision 
(I1<A<n) durch Anwendung der Formeln aus Lemma I. Der Fall der 
 mehrfachen partiellen (simultanen) Pseudokollision dagegen erfordert 
gesonderte Behandlung. Unser Ziel ist es, hier wieder dieselbe Grund- 
_idee anzuwenden, jedoch fiir das »partielle polare Tragheitsmoment« Ju. 
fehlt hier jedoch die Mčglichkeit der direkten Abschitzung der 
Koordinaten und Geschwindigkeiten aus anderen Gruppen von Massen 
Z=n—A. Wir helfen uns durch eine Alternative, die durch Uoraus-. 
seizung die fehlende zweite Relation ergibt, was die Zweistufigkeit des 
Schlusses ermoglicht. Es gibt hier (wenigstens einige) »fremde« (d. h. 


Z sserhalb A kiegende) Distanzen ox > o >0. Weiter gitj=J,+j, 
J= Ja + 2. Jetzt ergibt die Alternative 0) | 32| < Bu; B) Jel > Mz>0 
in jedem Falle |j4| | 0, Ja) 0, im zweiten allerdings iiber iz und i 


onie ergibt sich hier nicht direkt, sondern folgt nachher aus dem posi- 
tiven Charakter von Ja als quadratischer Form. 


3. Die Zusammenstosse 0 S ri Ze sind Singularititen. Korollar II.: 
Die Singularitaten im Mehrkčrperproblem sind genau die Zusammen- 
ostosse aller Art. 

= (Das Energieintegral ergibt explizite, dass genau in diesen Fallen die 
rechten Seiten der Differentialgleichungen nicht beschrinkt bleiben 
konnen. Die Forderung fiir die Zusammenstčsse Tik = O hat immer L6- 
Sungen, die allerdings imaginar sein k&nnen (vgl. »Disk.« passim). Das 
Mehrkčrperproblem hat also die gleiche Eigenschaft in Betreff der sin- 
gularen Stellen, wie die linearen Differentialgleichungen.) 


 Anmerkung 1.: Die durchgefiihrten strengen mathematischen Herlei- 
tungen driicken die einfache Physikalische Tatsache aus, dass in dem 
 Mehrk&rperproblem immer eine »e-Falle« besteht. Wenn eine (ev. alle) 
Masse in sie fallt, kann sie sich nicht mehr, wegen J4—> 0, herausziehen. 

der mehr anschaulich: fir jede Konfiguration existieren 80, 7(8) >>0, 
e (3) > 0 so, dass im Falle O < ryx < e, fir irgendeine Indexgruppe j<k, 
die Anziehungskrifte anderer Massen, ohne Ricksicht darauf, was mit 
“anen geschieht (ob sie sich hufen, untereinander wechseln oder stossen), 
Schliesslich kleiner als 1 werden. Daher miissen die »eingefangenen« 
1 zuerst wirklich (ev. imaginar) zusammenstossen und zwar mit 


re vegung fortzusetzen. Was dabei mit anderen Massen geschieht, ist 
1ur die betrachtete Gruppe ohne Belang, weil die inneren Anziehungs- 
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krifte stark iberwiegen. Gerade darum gelten die bisherigen Betrachtun- 
gen fir jede Gruppe, die natiirlich auch zusammenfallen k&nnen. Es 
gilt somit das Prinzip: jede Kollision ist fur die partielle Gruppe von 
Massen vom Charakter der allgemeinen Kollision. 


12 Die Grenzrelationen 


1. Bestimmter kinematischer Limes (Stosstangenten). Definition IV.: 
Wenn im Mehrk&rperproblem mit x Massen mi (i=1... n) ein be- 
stimmter Limes fir jede der 3n Koordinaten in einem Momente t, be- 
steht, im Zeichen (13), so sagen wir, dass ein bestimmter Konfigurations- 
limes oder eine Grenzfigur existiert. Haben in diesem Momente auch 
die 3n Geschwindigkeiten einen bestimmten Limes, so sagen wir, dass 
din bestimmter kinematischer Limes (14) existient. Dann existieren ganz 
bestimmte Grenztangenten an bestimmte Grenzfiguren. 

Theorem 1ll.: Im Mehrkčrperproblem existieren fir jeden Zusam- 
menstoss bestimmte Stosstangenten. | 

BEwEis: a) Wir nehmen zuerst den binaren Zusammenstoss zwischen 
den Massen m, und ng (wenn notwendig, Umnummerierung) beim Drei- 
korperproblem 7 = 3. Dann folgt lim (x) —g&) =... =0,7>0,t>t 
(vgl. a. a. O.), d. h. die Existenz der Stosstangente, weil der relative 
Drehimpuls verschwindet (SUNDMAN 1907). b) Beim bin&ren Stoss fiir 
allgemeine n > 4 verwenden wir die JacoBi-RADAuschen Koordinaten 
(S. 122). c) Fiir die allgemeine Kollision leiten wir zuerst die Formel von 
ŠUNDMAN (1907) im Falle x = 3 her: (18) (19) (20) mittels (15) (16) (17) 
in relativen Koordinaten, wo die Formel von LAGRANGE die Gestalt (21) 
annimmt. Weiter leiten wir die ihnliche Grenzformel fitr die Dreh- 
momente her. d) Im Falle der partiellen Kollision von A Massen num- 
merieren wir die Massen so, dass die A Massen die Nummern 1 = 1... A 
tragen, und schliessen weiter gleich (S. 125 fir die reine partielle Kolli- 
sion, S. 126 fir die allgemeinste mehrfache partielle Kollision; das gleiche 
fir A = n, allgemeine Kollision). Es leuchtet ein, dass der angegebene 
Beweis die bestimmte Grenzlage der Stosstangenten gegen partielle Mas- 

senmittelpunkte ergibt. ! 

Korollar III.: Im Mehrkčrperproblem existiert bei jedem Zusammen- 
stosse ein bestimmter kinematischer Limes (Def, IV). š 

2. Quantitative Charakteristiken des Grenziiberganges. Lemma1Il.: Die 
allgemeine Kollision im Mehrkorperproblem ist nur bei C (c,, €», ca) 70 
moglich, wenn also das gesamte Impulsmoment des Systems! verschwin- 
det. Im Falle des Dreikorpenproblems (m = 3) ist die Bewegung dann 
dauernd eben. de A 

BEwE1s: a) Fir 2 = 2 ist der Satz trivial, da die Bewegung dann gerad- 
linig (c =0) ist. Fiir n=3 haben wir zwei Beweise mach ŠUNDMAN 

(1907). Dann ist namlich nach Theorem III, c sofort, alles bewiesen. 


Oder b) wir leiten zuerst die SUNDMANSCche Ungleichung '(19") u. f, her. 
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Fiir 2 fest, £" —> to wiirde in (*) die 1; 
> n (*) die linke Seite 

gegen Null streb: ep E cite gegen -- oo strel “ 
i eg a kia ea kn unmoglich ist, da H' tšt bleibt gate X . 
w cise (S, 128: s, fanii. m A c) Allgemein wieder auf ad 
Mena mv. ewegung bei a = 3 dh moe nije bi ge 
jedem Camaanšigć maj gelten fir jede Masa mi bei 
2 2) (23). , em sie teilnimmt, die Grenzrelationen (22) 
= Brwris: = = ž 
ae Ab arci (Svxpuax 1909) gewinnen wir die ib 
Note #) . Mefinjeni)" (die LANDAUschen Symbole O (x), o (x) sind S 122, 
lim x/r us. w. duhu -O(P):t was seinerseits bestimmten 
. ž B10L. =n=3 (SUNDMAN 1907) ergibt schwach a 
Abschatzung, aber nebenbei na 


= — (A0). R-t 


masi Abschitzung, ohne Riicksicht darauf 

a Kojolli Poni Poveć će Me wird. W. z. b. w 
A » .; Die Grenzrelati: li koenere 

pe Wie S. 133/4 digevtben ionen im Dreik&rperproblem lauten expli- 

3 x Bestimmte Grenzkonfiguration. De 
em bilden die » Massen cine Zentr 


tierende auf jede Masse in j 
! e in : 
Bektor dieser Masse vom Tem Momente proportional dem Radius- 


Formel (24) (24) nmittelpunkt I des Systems wird, in 
k. Bon ka Befinden sich im Mehrk 
447 1...1) in jedem Zeitpunkt 
pj | ipunkte £ auf 
Na in I sko den Massenmittelpunkt), so ist die Be 
M itelpuako . . La ka einer inštantanen Ebene (durch dea Mas. 
S .die Bewegung koplanar (»flach«. | :' 
(8. a. a O. ini i jaa 
lt e die instantanen Gebilde im krona nio 
| Definition VI Mi Falle geradlinig, im koplanaren Falle dhe “ 
M=1.. n) dauernd kola mei a deka 
E ve nd eine sich selbst 4hnliche Konfiguration, so ist die 
i gung homographisch. Zwei Grenzfalle sind ih ija dol oo 
(Kon ion um das Baryzentrum dreht ohne Dilatation 
Taktion) ohne irgendwelche Drehung. ARA RAK RA E) 


. Lemma II: D iteri 

ks .“ Das Kriterium fir ei | iguration im Meh 

krperprobi Iter I €ine Zentralkonfig ratlon i - 
"Perproblem lautet wie in (25) (25") (26) (27) mit Bilrkodini = o 


finition V.: Im Mehrk6 
€ E rkorpe - 
alkonfiguration, wenn die Rasul. 


onperproblem alle » Massen 
einer mmstantanen (momenta- 
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BEwris: a) Zuerst leitet man zwei Formen fur J, T ab; I dann das 
, .. i iti 
Kriterium selbst; c) zuletzt die p Bedingungen, damit (2) positive 


Grčssen 7;x gegenseitige zur“ es n a hi m 
; d) Beispiele n =3, n=4 und p— dur a neine 
loodo, oleiehavitišea Dreieck, Zweikčrperproblem mit c = 0). (Vel 
g ranoj IV.: Ist die Konfiguration der a > nor oni Pio 
auern tral, so reduziert sich das Problem aut das Zwe dr Pipo 
regatu jane bewegt sich nach den Gesetzen des Zweikorper- 
problems um den gemeinsamen geekova SN 
D : a) (29) (30); b) (31) (32) (vgl. a. a. U.). | si 
os P, mijenje kaddoh Ks (nu 23) Po ido monika 
fur di inea: d koplanaren Losungen: a) eine koplana: = 
rd ovi kost ojjkm = 0) ist eben; b) eine allgemeine Syzygie 
sung ohne invariable Ebene (c = 0) ist eben; I dje oyrvaje 
o ai kolineare Konfiguration im Moment t) ist nur = sad is 
riablen Ebene mčglich, wenn diese bestimmt ist (€ sE 0); c) ka g ona 
nige Bewegung muss im Intervall — oo <t< + oo . < olako 
Zusammenstoss wenigstens zweier Massen enthalten; d) ia s ikako 
L&sungen (a fortiori koplanar) sind notwendig eben; špa o rr 
Lčsungen haben eine bestimmte invariable Ebene genau dann, wenn 
gdo ie a.a. O. c) die im Raume feste Gerade nehmen 
wir als x-Achse an; die Massen seien der Reihe nach ara ia 2 e od 
tialen baryzentrischen Koordinaten (S. 139); der Massenmittelpun 


i 8 it xn <O fir alle £ im Wi- 

= 0, somit x» grosser als Null, was mit %n < le 2 | 
read sjebe djeci m tiše die ega; wenigstens fir cin £ den 

inn verlieren; w. z. b. w. (Vgl. auch a. a. 0. o. ' 

kana VI. ba arak olovka gelten fir die lj KA. pona 
0 2 iehungen, die Verallgemeinerungen der LA = 
L6sungen folgende Beziehungen, die | aa ama Iden. 
GEschen exakten Losungen im Dreikorperpro i: .. Kali ro 

nichtgeradlinigen Losungen sind homographisch, ev. emi : 
mit pi va Winkelgeschwindiskeit; b) ist cine i oi 

Lo6sung nicht koplanar, so ist sie homothetisch; c) ist eine homograp 


sche Losung koplanar, so ist sie eben; d) homothetische kolineare Lo- , 


1 1 lini i hischen L6sungen; €) reine 
' sind genau die geradlinigen homographische1 ni s 
Belize či bei hod kročiieti Losungen nur bei nichtgeradlinigen Be 
oglich. 2 . E 
mini Pon a. a. O. Bei der letzten Stelle ist Daa mig : 
scheinlich falsch, denn schon fir n = 3 (gleichseitiges Dreieck) ni 
ona V.: Die »exakten« Losungen im zaj vii og eto . : 
man bei dauernd zentralen ran i. dok 
graphisch ist. Jede Masse beschreibt : im | imo 
odi inka e ihnliche Kegelschnitte = eena 
Bei der allgemeinen Kollision ist die Bewegung eben oder g 
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(homothetisch) im Raume. (Vgl. Lemma IV (31) + Def. VII; Lemma 
II + Lemma VI). 

Theorem V.: Im Mehrkčrperproblem sind 
die Grenzfiguren der simultanen Kollisionen. ' 

Bewris: a) Durch Anwendung der Grenzrelationen gewinnen wir fir 
den Grenzwert von JVž eine nur von den Massen abhangige Konstante, | 
ungeachtet der Bedingungen des Stosses und der Indexe der Massen. 

b) Speziell fir 2 = 3 haben wir den Beweis von SUNDMAN 1907 (vgl. 
a. a. O.), der zu der (S. 142) Alternative fiihrt: 1%) gleichseitiges Dreieck 
(daher die Grenzformeln aus Kor. IV); 2%) lineare Konfiguration mit der 
Gleichung von EULER-LAGRANGE 5% in z = f3:",und 1% in den Massen 
E (2) = 0 (S. 142). Fiir den Beweis auf Grund des Satzes von MiranN- 
KOVIĆ vgl. a. a. O. 

Lemma VII.: Bei jeder simultanen Kollision bewegt sich die Gruppe 
von Massen, die am Stosse teilnehmen, in der Grenzlage nach den Ge- 
setzen des Zweikorperproblems um den partiellen Massenmittelpunkt. 

Biwrls: a) Theorem V, Lemma IV (32); b) Im Zweikčrperproblem 
folet die a. Grenzrelation direkt aus dem Energieintegrale 
(vgl. a. a. O.). : 

' ME rerum II.: In dieser Abhandlung lassen wir systematisch alle 
Probleme, die mit den imaginiren Zusammenstčssen verknupft sind, bei- 
seite. Daher auch die Theorie der sog. algebromorphen Funktionen, 
Sowie die Anwendungen der komplexen Funktionentheorie. Dariiber 


vela. a 0. 


die Zentralkonfigurationen 


2. KONSTRUKTION DER LOSUNGEN 
21 Lokale Regularisierung oder Uniformisierung 


1. Existenz der lokalen Regularisierung. Theorem VI.: Die Transfor- 
mation der unabhangigen Verdnderlichen, der Zeit £, auf die »Pseudo- 
Zeit« u (33) von SUNDMANSschen Typus, regularisiert (uniformisiert) die 
Bewegung des Systems der n Massenpunkte im Momente ty jeglicher 
Simultanen Kollision von A Massen (Q2ZA<n). Das regularisierte 
>ystem von Differentialgleichungen hat die »selbstadjungierte« Form 
134) oder entwickelt (34). 
 BEwis: a) Nach Theorem l, c) ist fur die Regularitat des neuen 
Systems notwendig und hinreichend die Beschranktheit der rechten Sei- 
ćen; die Transformation (33) ist auch regular (S. 145)..b) Firn =3, 
<. 2 setzt SUNDMAN 1909 (37) (37') und berechnet das regularisierte 
>ystem explizite: (38); Verlauf des Beweises sonst vollig analog. 
Korollar VI.: Der Moment der simultanen Kollision €=t—t=0 
"eine extremale, stationare Stelle (nach € wie nach u): (39). ' 
2. Lokale Uniformisierung der Bewegung. Theorem VII.: Die Koor- 
“Inaten und Distanzen im Mehrkčrperproblem, die mehrdeutige Funk- 
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10 er Zeit sind, sind durch die »SUNDMANSche Transformation« (33) 
om pr dekodoe und dargestellt durch Potenzreihen & kara. u, 
konvergenten im gewissen Bereiche; im jeden einzelnen Zusammenstoss 
ilt (40). o. . a. 
3 dra a) 2<A«<n; nach Theorem I, VI (34) lan e a 
dinaten und Distanzen, sowie..die Zeit t regular analytisc . a so im <a 
morph in der . u : poaoš mono mpine o pod oioo ng 
' domomentes 2 des otosses. die lassen sich : iozasrien 
ae nach u darstellen. Ausserhalb ZZ m 
ist dabei das konstante . * ie o e Sia Dikan mt da 
beim Stosse dagegen verschwinden die Koordin 3 ia “koš Nan 
zweiten, die Zeit im dritten Grade, wie durch | irekte r = o 
m zel ird. b) Im Fallen =3,A = 2rechnet UNDMAN 
E djel 2 0.) dio Potenzreihen nach u durch sukzessive 
Differentiationen und Eliminationen allein und gewinnt so (40 : : 
3. Analytische Fortseizung der Bewegung. Korollar = .. noge 
naten und Distanzen im Mehrkčperproblem sind in der be sei = 
Zusammenstosses dreideutige Funktionen der Zeit vom algek no za 
Charakter: der Stossmoment (wenn reell) ist ein grama = se 
braischer Verzweigungspunkt fiir diese Grčssen, wie fur die Pseudozei 
u: (40') (Theorem VII, invers.) : : . mean 
III.: In jedem cinzelnen Zusammenstosse i: rkorp: 
Briana doe cine oi Prolongation der Bewegung Kaj 
Stossmoment hinaus; war die Bewegung bis zum Stossmoment 1 ee e 
ist sie es auch nachher. Der erste Teil dieser pona pd 
andere Formulierung von Theorem VI + VII, denn rai ii ik 
ist die Bewegung regular dargestellt und zwar ag ag ari Z 
Uniformisierenden oboje o . vr korra ko ke <. kis 
reihen ergeben sotor des S keg 
ija merpekiska dide Funktionen, die m 
gen voneinander sind. Dass dagegen die reelle sE vo . 
Stosse auch reell fortgesetzt werden kann iiber den pij ira 
t=t—4=0 hinaus, ist die Folge des gecigneten Grades « ć sidi 
schen Verzweigungsstelle (Nenner_ungerade in 13). De >> ai 
Charakter als solcher gestattet die Fortsetzbarkeit . o 
von der reellen auf eine imaginare Determination K il ren aim 
SUNDMAN hat 1909 gefolgert wie S. 151 angegeben, wo ci i . jE ze 
= do = 3 bzw. 4argt'' = 40/3 = a wihlte; gerade dami o < 
von der reellen negativen Determination t,“ aut die «i, pe : cdr 
termination €, iiber. Hier gehen wir nicht weiter auf i. : I o Za 
komplexen Funktionentheorie ein (vgl..a. a. 0.). o: maki Pan 
der gerade Nenner im Exponenten bei der Grega elation E : j o 
imaginaren Zusammenstoss: zi = c;:#'" + 0(£) nicht sni, s _ 
Bewegung ist nach wie vor imaginar trotz der reellen Gre 
dimni = 0, £>0. 
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22 Totale Regularisierung oder Uniformisierung 


2. Die »SuNpMANsChe Transformation« als charakteristische Integra- 
onsmethode. Definition VIII.: Eine Funktion S (0) = 8(ng.: Tet) = 
=85(rm) (1Zj<k<»), symmetrisch und homogen 1? in allen Distan- 
zen rjx heisst eine SunpMANsche Funktion. Die Transformation der un- 
abhangigen Verinderlichen; der Zeit £ im Mehrkčrperproblem vom 
Typus (41) dt = S (1) du auf den Parameter u sog. Pseudozeit, wo S (r) 
irgendeine SUNDMANSsche Funktion bedeutet, heisst eine Transformation 
vom SUNDMANSChen Typus. 

Theorem VIII.: Jede Transformation von SuNnpMaNschen Typus (41) 

regularisiert (uniformisiert) alle Falle des Mehrkčrperproblems, fiir alle 
Arten von Zusammenst&ssen. Das regularisierte Differentialgleichungs- 
system laufet in selbstadjungierter Form (42) oder entwickelt (42). Der 
Moment t=t—%4 =0 einer simultanen Kollision, bzw. Pseudomoment 
u =u4— —0, ist eine extremale, stationare Stelle (43). Die Koordi- 
naten, die Distanzen und die Zeit sind durch die Pseudozeit u als Uni- 
formisierende uniformisiert und durch konvergente Potenzreihen nach u 
dargestellt. Im Falle der (reellen) Zusammenstčsse lauten diese Reihen 
wie in (44). Umgekehrt sind dje Koordinaten, die Distanzen und die 
Pseudozeit u: mehrdeutige Funktionen der Zeit, die in jedem (reellen) 
Stossmomente einen dreiblattrigen Verzweigungspunkt (45) haben. 
BEwrrs: a) (46) (47) und analog zu Theor. VI, a); Kor. VI; Theor. 
VIL, a); Kor. VII. b) Die Transformation (41) ist regular: (41) u. s. w. 
€) Die anderen Behauptungen folgen nun wie in Theor. VII; Kor. VII. 
W.z.b. w. 
Theorem IX.: Alle Falle des Mehrkčrperproblems lassen sich genau 
mittels der Transformationen vom SUNDMANSchen Typus (41) regulari- 
Sieren (uniformisieren) und integrieren; diese Transformation ist die 
Charakteristische Integrationsmethode des Mehrkčrperproblems. (»Er- 
Weiterter SUNDMANscher Satz«) 


. Bewws:a)A=n=2 (vgl. a. a. O.); wesentlich dabei ist, dass auch 
die klassischen Integrationen (S. 154) vor der Herleitung des Zeitintegrals 
NEPLERsche Gleichung) die ŠunpMANsche Transformation in der Form 
Von EuLER einfiihren miissen. i 


> b) In diesem Falle habe ich 5 neue Integrationsmethoden eingefiihrt. 
ZWei von ihnen fussen auf dem Begriffe der imaginćren Zusammen- 
Lose und fallen somit ausserhalb des Rahmens der vorliegenden Ab- 
tandlung. Das sind die »synthetische« Integration (vgl. a. a. O.) und die 
"Aigebromorphe« Integration (vgl. a. a. 0.). Die dritte Methode: fusst 
auf dem Randwertproblem der Periodizitat (vgl. a. a. O.). Hier fiihre 
"Ch kurz die zwei letzteren Methoden an, die ausschliesslich auf der For- 
€ Von LAGRANGE und der Transformation von SUNDMAN fussen und | 

ž ch auf » 23 verallgemeinert werden k&nnen. Beide fiihren das Pro- 
Nem auf den harmonischen Oszillator zuriick: 1%) »Methode von 
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BoHnin« = Elimination der Zeit; 20) »Methode von SUBBOTIN« = Eli- 
mination der Distanz (vgl. a. a. 0.). ' ' 

c) Degenerierte Falle des Dreikorperproblems werden mittels der semi- 
SuNpMANschen Transformation integriert: 1%) zwei fixe Zentren; 2%) das 
restringierte Problem (vgl. a. a. O.); hier sind namlich durch die Natur 
des Problems allgemeine Kollisionen (Dreierstosse) von vornherein aus- 
geschlossen. Daher kann man weniger scharfe Forderungen auf die 
SUNDMANSchen Funktionen stellen: fir die Regularisierung ist notwendig 
und hinreichend, dass die Funktion homogen vom 1* in jeder einzelnen 
Distanz sei, dagegen braucht sie es nicht zu sein gleichzeitig fir alle 
Distanzen; die Symmetrie muss dagegen gewahrt bleiben. Eine weitere 
Gruppe von semi-SUNDMANschen Transformationen bilden die letzte 
SuNDMANSche Transformation (vgl. S. 156) und die aus ihr abgeleiteten 
(a. a. O.). Daraus konnen in der angegebenen einfachen Weise echte 
SUNDMANSsChe Funktionen konstruiert werden. ' ' 

d) Dass die Funktionen symmetrisch sein miissen, ist klar. Sind sie 
homogen vom falschen Grade 21, also u=1.fe€, £>0, so ist die 
Transformation entweder »zu stark« (> 1) oder »zu schwach« (u <1). 
Der Grenzwert von x:" hingt von dem Grenzwert fir S (r)/rin ab, der 
Satz von EULER ergibt die Behauptung (vgl. (47)); im ersten Falle sind 
die Koeffizienten von TAYLOR entweder = 0 oder = 00. 

Korollar VIII.: Die natiirlichste SunpMANSche Funktion ist die Trans- 
formation von LEvI-CIviTA (48) mit S (1) = 1/V. 

Korollar IX.: Die.Gleichung von LAGRANGE (12) lautet nach der Re- 
gularisierung in der selbstadjungićrten Form (49), oder als Integral 
»von BOHLIN« (50). . 

(Vgl. a. a. O. und die Operatorgleichung (51)) ' 

2. Periodische Bewegungen: die Zusammenstosse hćiufen sich nichi. 

Lemma VIII.: Das allgemeine Integral von (49) ist (52) oder spez. fir 
4 = 0 einfacher (53). : : 

BEwr1is: a) Explizite Rechnung durch Quadraturen fiihrt iiber (54) zu 
(55) (vgl. a. a. O.); b) formale Quadraturen beenden den Beweis. > 

Definition LX.: Periodische Losungen des Mehrkčrperproblems sind 
mittels der Eigenschaften (56) definiert. 

Lemma IX.: Aus der allgemeinen Theorie der STURM-L1OoUvILLEschen 
Randwertaufgaben fir gewohnliche lineare Pafferentinisleiclungen * 
Ordnung (57) mit der Bedingung (58) entnehmen wir den Begriff . 
»Grund-L6sung« (59) mit dem Sprunge +1 bei der Ableitung (60). 
Jede »Quellenfunktion« der Form (61) ist ein partikulares Integral ka Ž 
(62) somit das allgemeine Integral von (57); dabei wird in zwe1 At 
schnitten integriert iiber die Sprungstelle: (63). 

BEWEISs: a) A. a. O. b) vgl. S. 159/160. . . 

Lemma X.: Die Randwertbedingungen der Periodizitat lauten wie 
(64). Die L&sung des Problems fusst auf der sog. GREENschen Funktion, 
wenn diese existiert. Sie ist eine spezielle symmetrische Grundlosung 
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. mit den Eigenschaften (64) (65) (66) (67). Die Theorie der linearen Inte- 


gralgleichungen ergibt damit die allgemeinsten Losungen verlangter 
Eigenschaft: (68) (69) (70). Existiert die Resolvente, so ist das inhomo- 
gene Problem f =A O Ičsbar ausserhalb der abzihlbaren Reihe der Eigen- 
werte; die zugehčrigen Figenfunktionen sind dagegen Losungen des 
bomogenen Problems. 

BEwris: a) Die Formulation in Satz VI »Period.« war insofern unvoll- 
staldig, als sie nicht die Mčglichkeit (67) eingeschlossen hat. Direkte 
Berechnung zeigt, dass dies nichts an der Sache Andert. b) Hier ist 
jedoch das allgemeine Integral der homogenen Gleichung monoton, das 
homogene Problem der Periodizitat somit unlosbar; eine GRzrnsche 
Funktion, die zugleich die Randbedingungen (66) befriedigt, gibt es 
nicht. Mit anderen Worten: die Existenz periodischer L6sungen des in- 
homogenen Problems hiingt von keinem Parameter A ab, oder A =0 ist 
hier Eigenwert. Daher ist das inhomogene Problem losbar, die Lo6sungen 
werden jedoch gefunden, indem man das allgemeine Integral der 
Gleichung (49) den Randbedingungen unterwirft, vgl. (62'). Diese Sach- 
lage wurde a. a. O. nicht prizis genug cusgesprochen, obgleich sie dort 
voll ausgeniitzt war. c) Wegen alledem rechnen wir direkt zu Ende; 
dabei werden die Zusammenst&sse ausgeschlossen; 

Lemma XI.: Fiir die periodischen L&sungen gilt (72). 

BEwr1s: a) b) S. 163; zum Schluss antizipieren wir noch (73) (75). 

Iheorem X.: Die periodischen Lčsungen des Mehrkčrperproblems > 


sind reell und nichtdegeneriert fir & < O; sie sind mit den Bedingungen 
«(73) (75) neben (74) charakterisiert und unter den periodischen Losungen 


der Gleichung von LAGRANGE (49) enthalten. Dieses Ergebnis erstreckt 
sich nicht auf das degenerierte (»restringierte«) Mehrkč&rperproblem, wo 


o Wenigstens eine Masse =0 ist, wahrend das beniitzte Koordinaten- 


system das mitrotierende System der relativen Koordinaten ist. 
BEwris: a) Zuerst sei festgestellt: periodische 7;x ergeben periodische 


J, V (vgl. a. a. O.). Da in relativen Koordinaten (12) (16) (21) gelten, 


Verlieren die Formeln den Sinn genau fiir wenigstens ein mi = 0 (vgl. 
a. ki Zuletzt ergibt sich h<O als notwendige Bedingung (vgl. 
aa. 0.). 

b) Wenn man an das allgemeine Integral (62') die Randbedingungen 
(64) anwendet, ergibt.sich zuerst (73) als Hauptbedingung fiir periodi- 


sche Bahnen. Weiter folgt (vgl. a. a. O.), wenn man der Einfachheit 


halber (74) annimmt (d. h. u besonders zu zihlen beginnt), dass die 
zweite Bedingung als (75) oder (75) geschrieben werden kann. 
c) Zuletzt vermerken wir, dass J (u) und 1/V (u) gleichsinnig monoton 


. Segeneinander sind (vgl. a. a. 0.). 


' Korollar X.: Die Stossbedingungen im Mehrkčrperproblem sind (76); 
ur die allgemeine simultane Kollision noch (76). Eine gegebene Tra- 
Jektorie »durch« 2 enthalt einen Stoss(pseudo)moment u*, wenn die Be- 


dingungen (77) erfullt sind; fir die allgemeine Kollision noch (76). 


(Wirklich ergibt (761_2) (50) die Bedingung (763); (76') ist schon be- 
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kannt; (771—4) ist dasselbe, (775_s) folgen aus Lemma VIII, insbesondere 
wegen (774). Dabei ist (773_4) in (775—e) enthalten und gelten auch fiir 
periodische Bahnen, vgl. a. a. O. Daher miissen (771—») dazugenommen 
werden). i 

Lemma XII.: Im allgemeinen Mehrkčrperproblem, wo sich die Be- 
wegung nicht auf die Bewegung in Zentralkonfigurationen nach den 
Gesetzen des Zweik&rperproblems reduziert, ist nur eine allgemcine 
Kollision moglich. Langs einer und derselben Bahn sind abzihlbar un- 
endlich viele partielle simultane Kollisionen moglich. pK. 

Brwris: a) Dann sind namlich im Falle der allgemeinen Kollision 
nach Kor. X die Randbedingungen (64) erfiillt; die zweite Behauptung 
folgt sofort; b) fir die partiellen Zusammenstosse: dagegen sind die 
Stossbedingungen nicht mit den Bedingungen (64) fiir die periodischen 
Bahnen erfillt. (Vel. a. a. 0.) | . ' 

Theorem .XI.: Die Zusammenstčsse (simultane Kollisionen) im Mehr- 

“korperproblem kčnnen sich nirgends im Endlichen.hufen. 

Bewris: a) Fir allgemeine Kollisionen folgt die Behauptung . nach 
Lemma XII, denn schon fiir zwei solche Zusammenstosse ist die Be- 
wegung periodisch, geschweige denn fir abzahlbar unendlich viele; ze 
bei der periodischen Bewegung sind die Stosse aquidistant (vgl. a. a. ) 

b) Fir partielle simultane Zusammenstčsse muss nach jugo a : 
Bewegung periodisch sein, wenn J, = Jx. Die Voraussetzung je! pe es 
Haufens fuhrt durch die angegebene Schlussweise beliebig na ne zu 
dieser Situation, somit beliebig nahe an die iquidistanten Stossmomente, 
im Widerspruch mit der Voraussetzung; w. z. b. w. M ' 

c) Nun sei besonders hervorgehoben, dass dieser wichtige Beweis ika 

= Theorem X aus »Period.« und seinen Formeln unabhangig ist, . < 
Wir in dem systematischen Aufbau der allgemeinen Lo6sung oi : ni 
kčrperproblems diesen Satz iiberhaupt nicht benčtigen und aucl kin 
aufgenommen haben, um so mehr, da der dort gegebene Beweils = 
einwandfrei ist. Wegen Theorem V kommen wir bei jedem pan 
stosse in der Grenzlage zum Zweikorperproblem, daher srat die si zad 
dige Wiederholung dieses Vorganges immer grossere Anni sie 
die periodische Situation im Zweikorperproblem. Das folgt TA "i 

aus der Beweisfiihrung von Theorem X und keg kako ' Za .& 
da im Falle der Zusammenstčsse die Bedingungen fir periodische 

nen auch erfillt werden. 


Korollar_XI.: Die Regularisierung (Uniformisierung) des Mehrkor- 


perproblems aus Theorem VIII, bzw. speziell Korollar VIII, ist eine 


totale und stellt die L&sung des Problems mit Hilfe der Potenzreihen . 


(44) fir alle Pseudomomente, d. h. fiir alle Zeiten dar. 


Anmerkung IV.: Der Satz XI ist nicht trivial, obgleich das System . 


su=E ist (vgl. (42) (42) (48) und 
l ular in jedem Falle erwiesen worden ist (vgl. ( a 
dela si XII). Denn die Grenzrelationen, auf Grund derer ničika 
weis gefiihrt wurde, gelten nicht mehr fir den Haufungspunkt von 


184 


zweigungspunkten, Jedenfalls haben Wir nebenbei das Resultat von 

SUNDMAN (1909) wiedergewonnen, wonach der Haufungspunkt von par- 

tiellen Kollisionen den Charakter der allgemeinen Kollision haben 

o muisste (Satz XI). Damit ist der Aufbau der allgemeinen Lo6sung des 
Mehrkčrperproblems beendet. 


. 3. Numerische Regularisierung und Fortsetzung. Theorem XII.: Die 
L6sung des Mehrkčrperproblems mit den gegebenen Anfangsbedingun- 
gen gewinnt man in der Form von Potenzreihen nach der Pseudozeit u 
(totale Regularisierende oder Uniformisierende) (78). Aus dem System 
(79) gewinnen wir die Koeffizienten dieser Reihen durch das Verfahren 
der Rekursion. Jeder Schritt ergibt zwei weitere Koeffizienten und ent- 
halt zwei Gruppen von Quadraturen, niimlich (79) und die fiir x; aus xx. 
Zur Kontrolle eignet sich am besten das Energieintegral (80), da es qua- 
dratisch in den berechneten Grčssen ist. 
BEWEIS: a) Genauere Formeln a. a. O, Die Massen und die Gravita- 
tionskonstante werden in die Koeffizienten miteingezogen, um die Uber- 
Sichtlichkeit zu steigern. Jeder Schritt enthilt die Operationen (a) bis 


0ix, 0 0ik,1 und weiter nach dem gegebenen Schema. Die Berechnung wird 
. abgebrochen beim Eintreffen auf die Grenzpotenz, deren Koeffizient »am 
Genauigkeitsrande« liegt. Jeder neue Schritt beginnt mit dem vorher-, 
gehenden (h). Zwischen den €inzelnen Schritten ist es notwendig, die 
»innere« Kontrolle vorzunehmen mit dem Energieintegrale (90), das 
mittels (51,) transformiert wurde, oder weniger vorteilhaft .mit den 
Flachenintegralen (90). Eine sehr gute Kontrolle ergibt die nochmalige 
Berechnung der Zeit t = T (u) aus (50), d. h. (90“) nach Vergleich mit 
(48). Dabei ist 1/V schon berechnet, die quadratischen Formen J, V? 
sind _empfindlich (vgl. Methode der kleinsten Quadrate). Schliesslich 
empfiehlt es sich besonders, die »Konstante« h = h (u) zu berechnen, da 
sie wegen unausbleiblicher Fehler niemals eine reine Konstante wird. 
Dies alles ergibt uns die Grenze u*, (den »Genatigkeitsradius«, bis zu 
o Welcher mit den gewonnen Potenzreihen gerechnet werden darf. c) Wei- - 
ter behandeln wir diesen Grenzwert als Grundintervall tw einer nume- 
Tischen Integration von Differentialgleichungen. Wir berechnen also die 
Neuen »Anfangswerte« x:, x“ fiir einen runden Wert von x“ nahe an der 
Genauigkeitsgrenze, und wiederholen das ganze Verfahren. Das End- 
Tesultat ist somit die numerische analytische Fortsetzung der Koordina- 
ten, der Distanzen und der Zeit mittels Potenzreihen nach u um die 
Berte ku* (k=1,2,...in inf.); das ist ibrigens das Wesen jeder nu- 
Merischen Integration. Ein konkretes, noch ziemlich allgemeines Beispiel 
Vel. a. a. O. Eg muss hervorgehoben werden, dass die einzelnen Schritte 
der Lange u* im allgemeinen grčsser sind als diejenigen ww der numeri- 
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schen Integration nach der Interpolationsmethode, da dort die beschrankte 
Konvergenz zu kleinen Werten von ww zwingt. Meiner Ansicht nach 
wiire es vom besonderen Interesse, den Genauigkeitsradius fiir die Reihen, 
die die Koordinaten der Planeten und des Mondes im Sonnensystem 
nach der dargelegten Methode mittels der modernen elektronischen 
Maschinen zu berechnen, ž. B. auf 14 Dezimalstellen, wie die recht- 
vinkligen Koordinaten der oberen Planeten berechnet wurden (vel. 
a. a. O.). Es ist nićht unwahrscheinlich, dass das Ergebnis den Gebrauch 
obiger exakter Losungen an Stelle der nur naherungsweise, allgemein 
divergenten Reihen der Stčrungstheorie rechtfertigen wurde. Vgl. 
dariiber D. BROUWER, a. a. O. 

Zum Schluss gibt die Tabelle cine komparative Ubersicht tiber_ den 
logischen Aufbau der allgemeinen Lčsung des Mehrkčrperproblems, 


Angenommen auf der am 23. 3. 1956. abgchaltenen Sitzung der Abteilung fir 
mathematische, physikalische und technische Wissenschaften, 
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IZGRADNJE RJEŠENJA PROBLEMA VisE TIJELA 


Totalna (ternarna) 


Ja = const. pa, e=1 


dir? u 
ola > yo, r>0 ZLA. IVO, rju—>0 


34, ILO, a—>0 


Tjk—>0, VT+ o, Ella+e 0>0, Vf+oo, zlt+e 0—>0, Vf-+ oo, žlr+e 


(*y— 9») =o (1) (nn—nr)=0 (1) (Gi— mč) =0(1) | (em—m$) =0 (1%) 
d (x\ 18 Fan c d (VJ d (VI 
di E I me 


c=0 


Vrr=K+0(r) 


r=e a M0) 


VRR=K +0 (VR) VJa ra =ki+0(1) 


VI -a=k-+0(1") 


Aa=« dh + o (£:) = ći Pa + o (£4) 


ski limes (limitne figure) lim rU = € (mj=M/m, 


lim (Ja Vi) =€ (m) 


imn=0 (i=123) | tima=0 (i=2..4) | limo=0 (i=2..n) 
dt=Rdu dt=VJa-du dt=VJ.du 

n=P2(u)...t =P, (u) «a=P,(u)...t —=EB., (u) x=P2(u)...t=P, (u) 
n=P, (t') 


xi =P, (#)1 x = Po (t") 
dagt.=a 


dagtt=a 4argt'=a 


K dd 
So)=nnn., : S=II[a... S(0=J":I]a... 
dt=5(1du dt—S (0) du m OKA 


D 


5 Zine do : = 2 T—| d m 
ari se ne gomilaju - 7 (157). iz Mane nah RE: Gaia Ka je "PAMAS 
Mojo Eornlaj u+2hT=0 
AB a S g : u dt 
dia RER (LOV. (ddr vio #—a|, r=| = 
zvira “= |4: zedj doo 2 ž misal : 9 () 
0 
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M. KARŠULIN 


ON THE MECHANISM OF THE GORROSION 
OF LEAD IN WATER AND IN SOLUTIONS* 


lt is well known that lead is considerably corroded by pure water in 
the presence of oxygen, and that a lead hydroxyde is formed. It is also 
known that there is no reaction of lead with water in the absence of 
oxygen. It has further been stated that during the reaction of lead with 
Water minute quantities of hydrogen peroxyde are formed. Of essential 
importance in the problem of the mechanism of the reaction are minute 
quantities of hydrogen formed during the corrosion of lead in boiling 
owater [1]. 

So far, no mechanism has been established for the reaction of lead 
With water enabling us to explain the above-mentioned experimental 
results, 

The experiments presented in this paper were designed to give expe- 
rimental evidencć in support of a mechanism suggested earlier by the 
author. The following scheme of the primary process was assumed: 


HOH 
P>+ Hod 


The hydrogen liberated in this process and the atoms of lead form 
a hydride-like adsorption compound, e. g. 


—> Pb(OH)», +- 2H (1) 


"Pb +2H >Pb Z (2) 


The vertical line shows that no stoichiometrically defined hydride is 
formed, but that the atoms of lead surrounded by the atoms of hydrogen 
Temain in the lead lattice. 


bi * The croatian title of this paper is: O mehanizmu korozije olova u vodi i u oto- 
Pinama. 
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The reaction of lead with water according to (1) and (2) stops in the 
absence of oxygen, because the surface of lead is now protected by the 
adsorbed hydrogen atoms against further attack by the water molecules. 


Contrariwise, if oxygen is present, the hydrogen atoms are removed 
from the lead surface according to the equation: 


: Pb < +1/2 02 > Pb + H;0 (3) 


and then again the reaction 1) is possible. 


It has already been reported that the corrosion of lead in water in 
the presence of air takes place in a relatively small potential field 
between —315 to —340 mV, measured against the normal hydrogen 
- potential. No hydroxyde is formed either under more positive or more 
negative potentials. These corrosion potentials do not correspond to 
reversible potential-defining processes, and therefore it is not possible 
to treat the problem on a thermodynamical basis. For the reason stated 
experiments were made to examine the potential levels of lead in 
aqueous solutions and in pure water in a kinetic way. For this purpose 
lead was polarized cathodically with an apparatus developed by 
A. HicxLiNG [2]. This apparatus makes it possible to supply a cathode 
periodically with changeable quantities of electricity at variable times. 
After each phase of cathodic polarization the electrode is discharged 
by a Thyratron-switch, and the polarization process starts again. 


Fig. 1. Apparatus for cathodical polarization 
after A. HickLING. 


From Fig. 1, which shows the apparatus developed by A. HIcKLING, 
one can see that the loading of the cathode K is performed through a 
variable capacity C,. The loading quantities of electricity g are regi- 
stered on the X-axis, and the potentials of the cathode against an 
Ag/AgCl-electrode — amplified by A — on the Y-axis of an cathode- 
ray-oscillograph O. 
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After each loading the electrolysi i ircui | 

ing t ysis cell Ž is short-circuited b 

: a shodno . and thus the cathode is discharged. By reehina 

us / 

od a ij a “ the Thyratron vale, the electrode is loaded 

The anode-compartment A of the electrolysi | 

sis-cell Z (Pt-ano 

E 2 cm) is separated from the pi e: mlad seoskom K &. a nt 
m pie ze It : kad . pass gas through the anode-compartment' 

as through the cathode-compart ' iagr 
jeni ee partment. A diagram of the electro- 


aaa 


Fig. 2. Electrolytic cell. 


The cathode used in the experiments was made of lead i 
| Ž lead melted in 
| K Bex glass capillary (D = 0,75 mm). The lead surface was teh: 
, rdageta before each measurement. Hydrochloric acid solutions 
mase € concentrations and redistilled water were used as electro- 
k a ydrogen and nitrogen, which were bubbled through the cell 
Ne EPrvionaly cleaned using an apparatus elaborated by F.R. MEYER 
mio. ONGE [3]. Oxygen was passed only through a tube filled with 
 natron-asbestos, to remove traces of carbon dioxide. 


For determining the potentials of the non-polari 
a g. -polarized lead 
' Be »resting-potentials« were measured dlettely in re erajas 
Kai ie pure b=> in the presence of nitrogen, hydrogen and air, resp. 
M an S/AgCl-electrode using a valve-voltmeter (Radiometer 
3 pen agen). kdo »resting-potentials« of lead in HClI-solutions and 
E “a are shown in Fig. 12. The diagrams in Fig. 12 give also the 
t o potential regions of the cathodically polarized lead. 
I 3 Poe ia of the oscillographically registered cathodic polari- 
E Piz. di da i og in HCI-solutions and in pure water are reproduced 
o Kem i loading quantities of electricity are given on the . 
; the ordinates indicate the potentials of the cathodically pola- 


Tized lead against an AgCI- i in E 
Hz) is bn: j ns a e The loading frequency in Herz 
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The course of the cathodic polarization curves of lead in an ln 
HCI-solution, shown in Fig. 3, makes it evident that the course of the 
curves — if small loading quantities are concerned — depends essentially 
on the frequency. Contrariwise, for large quantities of electricity the 
influence of the loading frequency upon the shape of the curve is insig- 
nificent. The curves are sharply traced and the inflexion point on the 
curve-branches that are nearly parallel to the abscissa appears to be 
hardly marked. When the lead cathode is charged with 0,8 X 10 
coulombs at a loading frequency of 25 Hz, the saturation potential is 
reached at about — 1025 mvolts (= — 790 mvolts against the normal 
hydrogen potential). When charging with a smaller quantity of electri- 
city, or when the loading frequency is increased, the saturation potential 
is reached at correspondingly more negative values. : 


Fig. 3. Cathodical polarization of lead in 
inHCl with variable frequencies of 
charging with 10—% coulombs. 


A 


The cathodic polarization curves of lead in 10-5n HCI-solution 
obtained when charging with 1,4 X 107, 2,7 X 107, 8,2 X 107, 
1,4 X 105 and 2,7 X 10- coulombs with a loading frequency of 8 Hz, 
are reproduced in Fig. 4. It is evident that by increasing the quantity 
of electricity various stationary states can be reached, which are indi- 
cated by extreme negative potential values. 

The course of the curve showing the cathodic polarization of lead in 
pure water is analogous to that of lead in dilute. HCI-solutions. This is 
shown in Fig. 5, where the polarization of lead in water obtained with 
1,4 X 107, 2,2 X 107, 2;7 X 10-7 and 1,4 X 10-5 coulombs and char- 
ging frequency of 0,5 Hz in the presence of hydrogen is given. When 
loading with cca 2,2 X 107 coulombs, the first stationary state is 
reached, which is characterized by the first inflexion point (1). 


190 


' contrariwise, this applies well to the second steeply declining branch 


When the loading i icity is i 
quantity of electricity is increased, the potential 
decline more and more steeply to the more negative He and ite 


second inflexion point (2) appears at about 0,2 X 10— coulombs. 


m ze .._—_—> 


: 


Pb in 10% nHCL 


po “rz mvet SAa/AgCH 


8 


Fig. 4. Cathodical polarization of lead in 
10—5n HCI with variable polarization. 


The first section of the p aeirati : 
2 Ž . Sec polarization curve extending to. the fi 
intlexion point is not changed by stirring the electrolyte (gas-bubhlinig): 


, 


id 


Pb in HO 


05Hz ' 


Fig. 8. Cathodical polarization of lead in pure water 
With variable amounts of charging electricities. 


o . 2 S 
Of the polarization curve. When the electrolyte is stirred, the steep 


d . . . 
ecline appears earlier, i.e. at smaller quantities of electricity; the 


A : jad ei 
aturation value of the potentials is slightly shifted to the more negative 


Values if the electrolyte is stirred. 
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The processes on the lead cathode indicated by the different sections 
of the curves cannot be explained merely by the position of the poten- 
tials of the polarization curves obtained on lead. To prove the nature 
of these processes, the cathode was subjected to the action of oxygen 
during the polarization. The influence of oxygen upon the cathodic 
processes was to be expected, as in the whole range of the polarization 
curve only a discharge of hydrogen-ions is possible, depending on the 
kind of the electrolytes used. The results obtained with lead cathodes 
in the presence of oxygen corresponded to that assumption and were 
very interesting and \informative indeed. If oxygen is conducted to a 
lead electrode periodically cathodically polarized in a H, or N, atmo- 
šphere, the polarization is gradually flattened towards more positive 
potential values. Finally, as a result of the oxygen influence, the first 
curve branch characterized by the inflexion I becomes stationary. If now 
again the hydrogen resp. nitrogen stream is connected, the polarization 
curve shifts again towards more negative potential values. Finally, there 
ensues the former polarization curve as received in the H,- resp. N,- 
“atmosphere. It is possible to repeat at will these movements — caused 
by oxygen — of the polarization curve to the more positive potentials; 
the original curves can again be obtained after oxygen has been removed 
and replaced by H, and N, respectively. - 


= 110% Coulomb 


> Pbin 1O“nHCL dHz 


Fig. 6. Effects of oxygen on cathodical polarization 
of lead in 10—5nHCI, loading frequency 1 Hz. 
Curve I was obtained by stirring with nitrogen; 
curve II ensues after stopping the bubbling of nitrogen. 


Thus the process is reversible and reproducible. Fig. 6 (1 Hz) and 
Fig. 7 (8 Hz) show the influence of oxygen upon the polarization curves 
of lead in 10-%n HCI. The polarization of lead was performed with 
1 X 10-* coulombs. The curves marked with I were obtained in the 
presence of nitrogen. After the nitrogen stream was switched off (i. e. 
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the electrolyte stopped moving), the curves marked II appeared i i 
ately, and thus the already mentioned effect of the nauka 
.electrolyte became obvious. When now supplying oxygen, the shape of 
the curve I appeared again (stirring of the electrolyte), followed by a 
flattening of the polarization curve towards more positive values; for 
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Fig. 7. Effect of oxygen on cathodical polarization 

of lead in 10—"n HCI, loading frequency 3 Hz. 

Curve I was obtained by stirring with nitrogen; 

curve I[ ensues after stopping the bubbling of 
nitrogen. 


the electrode polarized with 1 Hz this happened after 30 
for the electrode polarized. with 3 Hz lav abobi 1 miante Fiuallo E 
polarization curve NI — marked by the first inflexion point — became 
M onary. As mentioned above, this process is reproducible and rever- 
Fig. 8 illustrates the influence of oxygen upon the dlarizaštem cu 

BiPined on lead in 10“*n HCI, (loaded with"2.9 X 107 coulombs da 
irequency of 50 Hz). Oxygen was supplied at intervals which made it 
Possible to register each of the curves shifting to the more positive values 
The stationary character of these curves is evident from Fig. 8. ' 


= It is possible to reverse the ization cu i 
E. rs polarization curve changed by the action 
Morgen not only by expelling the oxygen by nitrogen, bit also by 
avi the loading frequency. Actually, the increased frequency did 
sib] ead to the original shape of the polarization curve, but it was pos- 
s E. to reach the formerly established saturation potential. The effect 
ibo e frequency upon the polarization curve — modified by 
: s 4 ! ' . z ž 
. Zla Fig a and shifted to the more negative polsnsaa -is 
in pne okej in Fig. 9 was obtained by cathodic polarization of lead 
21 an HCI in the presence of nitrogen (loading with 5 X 10-? coulombs 
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at a frequency of 25 Hz). The supply of oxygen caused the curve to 
shift towards more positive potential values and finally to take the 
course II. 

In the course of a continous supply of oxygen the loading frequency 
was increased to 60 Hz, and the polarization curve took the course III. 
Thus the original saturation potential was reached, but not as a satu- 
ration value. Consequently, the course of the polarization curve obtained 
by increasing the frequency was not identical with the course of the 
original curve I, but the. steep potential-decline_ was here shifted to 
higher loading quantities because a greater quantity of hydrogen was 
required to release the electrode surface for loading it with hydrogen. 
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Fig. 8. Stationary curves of cathodical polari- 
zation of lead in 10—%n HCI by supplicing the 
oxygen intervals. 


A far more interesting influence of oxygen upon the cathodic polari- 
zation curve of lead was observed. If, namely, the loading frequency 
of the polarization curve obtained as a result of the influence of oxygen 
is lowered to one tenth and the supply of. oxygen to the electrolyte 
continued, a further shift of the polarization curve towards more posi- 
tive potential values occurs. At the end there appears a polarization 
curve with its horizontal branch passing nearly through the so-called 
»resting point«. This behaviour of the polarization curve is shown _1n 
Fig. 10 for a lead electrode cathodically polarized in 10—*n HCI. The 
polarization curve I was obtained by charging it with 2 X 10-? coulombs 
at a loading frequency of 1,7 Hz in the presence of hydrogen“ 


If the oxygen.stream is connected, the curve I turns to the steady 
curve branch II, marked by the first inflexion point. ' 

If the loading frequency is lowered to 0,25 Hz and the oxygen stream 
continued, a further shift of the polarization curve towards more posi- 
tive potential values occurs, and thus the curve Ill becomes steady- 
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ranches of the stable curve resultin 
Te photographed, and not each of 


From Fig. 10 it is evident that the flattening of the original polarization 


curve does not occur at a steady rate, b 
: : » but that 
occurs in the area of the sjen inflexion. nom EDE) 


Fig. 9. Effect of increasin i j 

8 the loading frequenc 

(from 25 Hz to 60 Hz) on the pilkdatnu curu 
obtained under oxygen. 


The influence of ox ; : 
m «nala X ygen on lead cathodicall i : 
lo shown in Fig. 11. Lead was loaded with 1 ski dni 
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I—1I: 17 Hz; NI— TII: 025.H2. 


g from the influence of oxygen 
JE e transition stages of the pola- 
n curves. Accordingly, the curve I corresponds to the Pilančafog 
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in the presence of H, for a loading frequency of 2 Hz. In the presence 
of oxygen this curve changes into the shape II, and if the frequency 
is lowered to 0,3 Hz and the stream of oxygen continued, the polari- 
zation curve III appears. It is obvious that the curve III lies only at 
somewhat less negative potentials, compared with the value of the 
»resting-potentials«. 

Fig. 12 gives the »resting-potentials« and the typical potential ranges 
of the cathodic polarization curves of lead in HCI-solutions of various 
concentration and in pure water. The curve lx, corresponds to the 
»resting-potentials« of lead in N,—, the curve Ig, is obtained in the 
presence of H,. The curve II shows the position of the first inflexions 
(1). The curve Ila gives the position of the second inflexion-points (2). 
The curve III shows the amount of saturation reached by tbe cathodic 
polarization of lead with a loading frequency of 50 Hz. The curve IIib, 


Fig. 11. Effect of the loading frequency on the 
polarization curve on lead in pure waler, obtained 
with oxygen. I—II: 2 Hz; 1—IlI: 0,8 Hz. 


on the other hand, corresponds to the saturation values of the potentials 
for the cathodic polarization of lead with a loading frequency of 3 Hz. 

The arrows indicate the direction of the shift of the polarization 
curves caused by oxygen. It ought to;be mentioned that at extremely 
small concentrations of HCI and,in pure water, respectively, the pola- 
rization potentials of lead are not constant any more. Consequently, 
as shown in Figs. 10 and 11, the curves are not smooth, but oscillations 
of the potentials appear with a frequency of 50 Hz. The appearence 0 
these oscillations at very low concentrations of the electrolyte (i. €. extre- 
mely high resistance) depends probably on an extraordinarily small 
amount of dischargeable H-ions close to the lead surface. CharginS 
with a high frequency and with great quantities of electricity leads to 
a »vacuum«. of dischargeable ions in the vicinity of the electrode. The 
diffusion speed of these ions is not sufficient to maintain a. constant 
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concentration of these ions in the double-layer. Thus the cathode »hangs 
free« temporarily, registering alterating tensions from the outside. 
Electrostatic shielding of the electrolysis cell diminishes this effect. 

I consider the following experimental results to be essential for 
Mining a picture of the mechanism of the corrosion of lead in pure 
water: ' 

1) The curves resulting from the cathodical polarization of lead in 
HCI-solutions — especially in pure water — show at least two disconti- 
nuities (inflexion points). i 


«1600 


o a Pa HO 


Fig. 12. The »resting potentials« of lead in HCI-solutidn di 

water, obtained under bubbling with nitrogen (ZN) and ao ka 

Curves Ila, Ib, IIIa and IIIb correspond to the typical potential 

ranges, obtained during cathodical polarization of lead in HCI- 
solutions and in pure water. 


A pi. a aji of cathodical polarization is considerably influenced 
u ygen in the sense of the oxidation of the cathodically liberated 
YCrogen, and this causes the shifting of the potentials towards more 


BEtive values. The above-inentioned discontinuities are made promi- 
nt by the action of oxygen. 
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3) It is possible to inhibit the positivation of the potential influenced 
by oxygen, and that either by eliminating the oxygen with hydrogen 
or nitrogen, or by increasing the loading frequency. 

These experiments enable us to draw the following conclusions on 
the mechanism of the corrosion of lead in water: 

The slight slope of the polarization curves obtained by loading with 
minute quantities of electricity, indicates the loading of an electrical 
double-layer on the lead surface. This double-layer is built up only of 
water-molecules in the case of lead in pure water. The H-atoms (-ions) 
in the molecules of water are oriented towards the lead. It is not pos- 
sible to make out th€ capacity of the double-layer from the polarization 
curves, because the true surface of the electrode is unknown. But it is 
certain that this surface is larger than the geometrical one which is 
cca. 4,4 X 101542. We may reach interresting conclusions if observing 
the conditions on ihe electrode when its geometrical surface is taken 
into account. Thus, there are about 3,5 X. 107? atoms of lead on a surface 
of 4,4 X 1018A, but on the same surface there is room for about 4,8 X 101? 
molecules of water, while in pure water the amount of H-ions on 
4,4 X 1013A2 is cca. 6,7 X 109. Further it follows from the polarization 
curves that loading with 10—% coulombs with a frequency of 2 Hz cor- 
responds to liberating cca 10% H-ions, while loading with 10—* coulombs 
with a frequency of 0,5 Hz discharges cca. 10/2 H-ions. In both cases 
considerably more H-ions are discharged than would correspond to the 
amount of free H-ions close to the surface of the electrode. 


In consequence, we consider that the discbarged H-ions belong to the 
molecules of water; according to the different nature of the hydrogen- 
bonds in the molecules of water [4]. The dicontinuities of the polari- 
zation curves might be caused by these differences in the hydrogen- 
bonds. 

It is more likely, however, that the discontinuities of the polarization 
curves are caused by the nature of the bonds between hydrogen- and 
lead-atoms. At relatively low discharging potentials in the area up to 
the first inflexion of the polarization curve there dominates probably 
the speed of the recombination of the liberated atomic hydrogen into 
the molecular hydrogen. Here, a slight influence of oxygen upon the 


- polarization curves may be noticed. At the highly negative potentials | 


of the second inflexion as well as at the final potentials it is likely that 
atomic hydrogen is directly bound to lead atoms corresponding to the 
enormously high electrical fields. The recombination of hydrogen 15 
therefore slower. According to that, a considerable influence of oxygen 
upon the course of the polarization was noticed in this area. 


Finally, the fact that small quantities of hydrogen peroxyde are 
formed at the corrosion of lead is to be taken into consideration [5] 
Namely, J. R. CauRcrirL [6] has shown that the quantity of hydrogev 
peroxyde formed during corrosion on various metals increases in the 


area of cathodical polarization, but that it lowers and diminishes in the 
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area of anodical polarization. According i , “s. 
' g to this author, the formati 
"> jane is gdo by the primary liberation of lišaj ta 
' en, which afterwards enters into th ti l : 
mA roni o the reaction with m 


Hence, all the experimental fact i 

| .nce, : s presented above indicate th 

> oj grob S. of the corrosion of peg'e rem 

' us 1s likely to be correct. Later on we shall try to elabo- 

ae mamo m e lead me quantitatively peta om pe 
omic hydrogen with lead and in functi 

of the strength of the electrical field in the desila ljen i o 


olecular oxygen . 
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M. KARŠULIN 


O MEHANIZMU KOROZIJE OLOVA U VODI 
I U OTOPINAMA | 


E dne: je poznato, da olovo uronjeno u kina vodu u jakoj 
mjeri reagira, ako je prisutan zrak (kisik). Za te reakcije nastaju znatne 
količine bijelog kristaliničnog taloga, za koji se smatralo, da predstavlja 
hidroksid olova, Pb (OH),. U odsutnosti kisika. (iz zraka) do te reakcije. 
ne dolazi, te se prema tome još do nedavna reakcija formulirala po 
shemi Pb + H;O + 1/2 O, > Pb (O0H)..* 

Dvije eksperimentalne činjenice, međutim, ukazuju na neodrživost 
takova formalizma i upućuju na potrebu detaljnije analize procesa, koji 
se zbivaju kod reakcije u sistemu Pb — H;O — 0,. Ustanovljeno je 
naime, prvo, da za grijanja olova uronjenog u vodu nastaju male koli- 
čine vodika [1], i, drugo, da kod korozije olova u vodi nastaju također 
i male količine vodikova peroksida [6]. i 
> Na osnovu tih podataka učinjeni su pokusi [1] pokazali, da je veoma 
vjerojatno, da se primarni proces korozije olova: odigrava prema shemi 


HOH ' 
E. Pb+ goH > Pb (OH) »+2H: ' = (4) 
U toj reakciji nastali atomarni vodik adsorbira se na atomima olova 
Prema shemi g, it 
Pb+2H >Pb (2 


gdje okomita crta označuje, da se tu ne Ši stehiometrijski definirani 
hidrid olova, već da je vodik adsorbiran na atomima olova, koji su još 
sastavni dijelovi kristalne rešetke olova. 

U odsutnosti zraka (kisika) dalja se reakcija zaustavlja, jer je povr- 
ina olova zbog adsorbiranog atomarnog vodika zaštićena od daljeg 
nadiranja molekula vode. 


* 6, mn Die Zericizungrerscheimungen der Metalle, pag. 81, dešpiše 1943. 
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Ali ako ima kisika (zraka), kisik će reagirati s adsorbiranim vodikom 
prema shemi H 
Pb H + 1/2 O» —> Pb + H20, (3) 


te će prema tome površina olova biti ponovo pristupačna djelovanju 
molekula vode, t. j. reakcija se olova s vodom,uz nastajanje hidroksida 
olova, nastavlja. 

U ovoj radnji izvještava se o rezultatima pokusa, koji su poduzeti sa 
svrhom, da bi se ustanovilo, da li je naša pretpostavka o mehanizmu 
korozije olova ispravna. Kao osnova za dalji rad služila su nam pri- 
jašnja eksperimentalna istraživanja, kojima smo ustanovili, da korozija 
olova u vodi, uz nastajanje hidroksida olova, nastaje u uskom području 
potencijala korodirajućeg olova, i to između —315 i -340 m V. To pod- 
ručje potencijala nije definirano reverzibilnim procesima, pa je prema 
tome nemoguće definirati ove potencijale na osnovu klasične termo- 
dinamike. Odabrali smo prema tome način ispitivanja kinetike stvaranja 
potencijala olova u otopinama solne kiseline i u čistoj vodi, da bismo 
sagledali procese, koji se zbivaju u neposrednoj blizini, odnosno na 
samoj površini olova, i to u području korozijskih potencijala, kao i u 
području, koje je negativnije od korozijskih potencijala. 

Za naših pokusa služili smo se aparaturom po A. HickLINGu [2], koja 
omogućuje vremensku periodičku katodičku polarizaciju neke elektrode, 
i to sa različitim količinama elektriciteta i frekvencije nabijanja. Apa- 
ratura, koja je prikazana na sl. 1., sastoji se iz izmjenljivog konden- 
zatora — C, > pomoću kojeg se nabija katoda elektrolitičke ćelije — Z — 
Varijabilne količine elektriciteta — q — registrirane su na X-osi katod- 
nog oscilografa — O —. Pošto se izvršilo nabijanje katode, pomoću tira- 
tron-uređaja — T — dolazi do pražnjenja kondenzatora — C, — i katode, 
te se sada ponovno vrši proces nabijanja. Potencijali katode za vrijeme 
nabijanja naprama Ag/AgCl-elektrodi registrirani su pomoću pojačala 
— A — na X-osi oscilografa — O — 

Konstrukciju elektrolitičke ćelije pokazuje sl. 2, iz koje je vidljivo, 
da je katodni prostor staklenom poroznom pločom odijeljen od anodnog 
prostora. Kao katoda služilo je olovo (p.a.), utaljeno u Pyrex-kapilaru 
( 0,75 mm). Plinovi, vodik i dušik, koji su strujali kroz katodni predio 
ćelije, čišćeni su aparatom po F.R. MEyrRu i G. RoNcgu [3], a kisik je 
prolazio samo kroz natron-azbestom punjenu cijev, da bi se odstranili 
tragovi CO». . 

Potencijali »mirovanja«, t. j. potencijali nepolariziranog olova u oto- 
pini solne kiseline različitih koncentracija, kao i u redest. vodi, mjereni 
su pomoću cijevnog voltmetra (Radiometer, Kopenhagen), a tok od- 
nosnih krivulja potencijala olova u ovisnosti s: koncentracijama solne 
kiseline prikazan je na sl. 12. Na toj slici prikazana su također i tipična 
područja potencijala olova, koja izlaze iz polarizacijskih krivulja. ' 

Fotografije oscilografski registriranih krivulja katodičke polarizacije 
olova u otopinama solne kiseline i u čistoj vodi prikazane su na slikama 
3 do 11. Na apscisama oscilograma označene su količine elektriciteta 
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nabijanja u Coulombima, a na ordinatama uneseni su potencijali olova 
naprama Ag/AgCl-elektrodi u milivoltima. Uz krivulje unesene su tako- 
đer i frekvence nabijanja u Herzima (Hz). 

Na sl. 3 prikazane su polarizacijske krivulje olova u 1 n HCI u ovi- 
snosti o frekvenciji nabijanja. U početku nabijanja je pad potencijala 
gotovo linearan uz blagi pad. Zatim dolazi nagli pad potencijala na 
negativne vrijednosti. Postignuti minimum potencijala ovisi o fre- 
kvenciji. 

Slika 4 prikazuje tok polarizacijskih krivulja olova u 1055 n HCL, i 
to u ovisnosti o količini elektriciteta nabijanja, a pri konstantnoj fre- 
kvenciji. Jasno se razabiru određena područja potencijala, koja su ovi- 
sna o količini elektriciteta nabijanja. 

Slika 5 prikazuje polarizaciju olova u čistoj vodi. Tok krivulja: ana- 
logan je toku u otopinama solne kiseline. Tu se veoma jasno razabiru 
potencijalna područja, koja su obilježena s infleksijama (1 i 2) na kri- 
vuljama, odnosno s postignutim zasićenjem, t. j. minimumom krivulje. 

Zanimljiv je utjecaj miješanja elektrolita na tok polarizacijskih kri- 
vulja zbog prolaza mjehurića plina. Prvi dio krivulje, do točke inflek- 
sije 1, ne mijenja se zbog miješanja, dok je naprotiv tok druge stepe- 
nice u znatnoj mjeri ovisan o miješanju, i to u smislu pomaka te grane 
krivulje prema manjim količinama polarizirajućeg elektriciteta. 

Iz položaja potencijala, koji su karakteristični za stepenice polariza- 
cijskih krivulja ne dadu se, međutim, izvesti zaključci s obzirom na 
same procese, koji dovode do stvaranja stepenica polarizacijske kri- 
vulje. Prema tome je trebalo pokušati, da se izvana utječe na oblik 


«polarizacijske krivulje, i to osobito na nastajanje, kao i na potencijalni 


položaj stepenica krivulja. Sam karakter procesa, katodička polariza- 
Cija, ukazao je na mogućnost utjecanja pomoću oksidacijskih agensa, 
dakle u prvom redu na utjecaj kisika. Pokusi, koji su bili izvedeni, da 
bi se ispitao utjecaj kisika na katodičko polarizirano olovo, dali su i 
zaista interesantne rezultate. Općenito se može kazati, da krivulje kato- 
dičke polarizacije olova u atmosferi vodika ili kisika dovođenjem ki- 
sika budu potisnute prema pozitivnim potencijalima. To se potiskivanje 
zbiva pri nekoj određenoj frekvenciji nabijanja, i to ponajprije do one 


; Srane krivulje, koja je određena prvom infleksijom. Potiskivanjem 
= kisika, vodikom ili dušikom, ponovo se uspostavlja druga stepenica kri- 


vulje, i prema tome je ustanovljeno, da su oksidacijski i redukcijski 
Procesi na katodama olova reverzibilni. Polarizacijski procesi, prika- 
zani na slikama 6 i 7, pokazuju ovaj utjecaj kisika, a ustanovljeno je, 
da brzina djelovanja kisika ovisi o količini elektriciteta i o frekvenciji 
nabijanja. 

Slika 8 pokazuje, da su pojedine faze potiskivanja polarizacijske kri- 
vulje utjecajem kisika stacionarne. 

Moguće je ponovo uspostaviti cijeli tok polarizacijske krivulje, po- 
maknute djelovanjem kisika, osim: potiskivanjem kisika vodikom ili 
dušikom, još i povećanjem frekvencije nabijanja, što jasno demonstrira 
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utjecaj brzine oksidacije u odnosu na brzinu nastajanja vodika na 
olovu, kao posljedice katodičke polarizacije. Utjecaj frekvencije. nabi- 
janja na oksidacijske procese na olovu prikazuje slika 9. - 

Naročito značajan je, međutim, slijedeći utjecaj frekvencije na oksi- 
dacijske procese na katodi olova. Ponajprije se dovođenjem kisika, pri 
nekoj određenoj frekvenciji nabijanja, uspostavlja prva grana krivulje, 
koja je određena prvom infleksijom. Ta je grana krivulje stacionarna, 
no, ako sada, uz dalje dovođenje kisika, smanjimo frekvenciju nabi- 
janja na deseti dio početne frekvencije, najednom dolazi do daljeg 
pozitiviranja potencijala, t.j. uspostavlja se tok krivulje, koja sada 
dolazi samo do potencijala »mirovanja«. Taj zaista zanimljiv utjecaj 
kisika na polarizacijske krivulje prikazuje slika 10 (za 10-* n HC!) 1 
slika 11 (za čistu vodu). Na slici 12 prikazana su područja potencijala 
olova u nepolariziranom (»mirnom«) stanju, kao 1 karakteristični po- 
tencijali (grane) polarizacijskih krivulja. Na slici 12 unesen je također 
i smjer potiskivanja polarizacijskih krivulja zbog djelovanja. kisika. 


DISKUSIJA 


Smatram, da su ovi eksperimentalni nalazi od bitne važnosti za tu- 
mačenje mehanizma korozije olova u-čistoj vodi i u otopinama: * 

1. Krivulje, dobivene katodičkom polarizacijom olova u otopinama 
solne kiseline, odnosno u destil. vođi, pokazuju barem dva diskonti- 
nuiteta (infleksije). jE : 

2. Tok krivulja katodičke polarizacije olova u bitnoj se mjeri mi- 
jenja djelovanjem kisika. Promjena se sastoji u pozitiviranju poten- 
cijala, odnosno u nestajanju tipičnih grana polarizacijske krivulje, i to 
kao posljedica oksidacije katodički izlučenog vodika djelovanjem ki- 
sika (iz zraka). Le 4 : X 

3. Oksidacijsko djelovanje kisika na katodičke procese dade se spri- 
ječiti, odnosno reverzibilno je, i to bilo potiskivanjem kisika vodikom 
ili dušikom, bilo povećanjem frekvencije nabijanja. 

Te eksperimentalne činjenice omogućuju stvaranje ove predodžbe o 
mehanizmu korozije olova u vodi: 3 

Početni mali nagib polarizacijskih krivulja zbog nabijanja s malim 
količinama. elektriciteta upućuje na stvaranje električkog dvosloja u 
neposrednoj blizini površine olova. Dielektrikum tog dvosloja sastoji 
se od samo monomolekularnog sloja molekula vode. Molekule su vode 
u tom sloju orijentirane, i to sa H-atomima (-ionima) prema atomima 
olova. Zbog nepoznavanja prave površine olova nije moguće iz kapa- 
citeta električkog  dvosloja izračunati debljinu dvosloja. Sigurno je, 
međutim, da je prava površina olova znatno veća nego li geometrijska 
površina, koja iznosi 4,41015 A?. No već i orijentacijski račun, na 
osnovu samo geometrijske površine olova, dopušta zanimljive zaključke 
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s obzirom na molekularnu situaciju sloja vode u neposrednoj blizini po- 
vršine olova. Na geometrijsku površinu olova dolaze naime otprilike 
3,5 : 10"? atoma olova, a na istoj površini imade mjesta za oko 4,3 + 1012 
molekula vode i, ako se radi o čistoj. vodi, na tu površinu otpada otpri- 
like 6,7 : 105 iona vodika. Iz polarizacijskih krivulja izlazi nadalje, da 
nabijanju olova sa 10—* Coulomb-a (frekvencije 2 Hz) odgovara izbi- 
janju otprilike 10% H-iona, dok nabijanju sa 10—-* Coulomb-a (frekven- 
cija 0,2 Hz) odgovara izbijanju otprilike 10/2 H-iona. U oba slučaja 
pak, izbijeno je znatno više H-iona negoli to odgovara slobodnim 
H-ionima vode (6,7 + 10%, koji se nalaze u neposrednoj blizini površine 
(geometrijske) olova. 

. Iz toga nužno izlazi, da izbijeni vodik potječe iz molekula vode, što 
je razumljivo, ako uočimo različitu jakost veza H-atoma u molekuli 
vode [4]. Prema tome je moguće, da su eksperimentalno utvrđene ste- 
penice krivulja katodičke polarizacije olova uvjetovane razlikom ja- 
kosti veza H-atoma u molekuli vode. 

Vjerojatnije je, međutim, da su diskontinuiteti polarizacijskih kri- 
vulja uvjetovani sa naravi veza između izlučenih H-atoma i atoma 
olova. Tako će. na pr. pri niskim potencijalima izbijanja, i pri malim 
frekvencijama, vjerojatno dominirati brzina rekombinacije H-atoma u 
molekularni vodik. U tom području potencijala bit će prema tome i 
utjecaj kisika samo malo istaknut, jer se uglavnom nalazi molekularni 
dakle relativno inertni vodik. 

Kod znatno negativnijih potencijala druge stepenice polarizacijskih 
krivulja, kao i kod konačno postignutih, ekstremno negativnih poten- 
cijala olova, vrlo je vjerojatno, da zbog enormno visokih jakosti polja 
dolazi do direktnog veza izlučenog atomarnog vodika sa H-atomima 
olova. U skladu je s tom predodžbom nalaz, da je utjecaj kisika u tom 
području polarizacije veoma istaknut, jer se tu, dakako, radi o reakciji 
vrlo aktivnog atomarnog (točnije: adsorbiranog) vodika s molekular- 
nim kisikom. ' 

U skladu je s tom predodžbom elementarnih (primarnih) procesa na 
katodički polariziranom olovu i činjenica, da se kod korozije olova 
stvaraju male količine vodikova peroksida [5]. Po J. R. CuuRcHirru 
[6] je nastajanje vodikova peroksida kod korozije metala uvjetovano 
Primarnim stvaranjem atomarnog vodika, koji sa molekularnim kisi- 
kom daje HO,-ione. 

Ovdje iznesen eksperimentalni materijal govori prema tome u prilog 


p v .. . . . . 
našem reakcijskom mehanizmu u sistemu olovo-voda-kisik, navedenom 


u uvodu. 


: Era radnja izvedena je sredstvima pomoći za znanstveni rad bivšeg Tehničkog 
a ulteta u Zagrebu, kao i sredstvima iz naučne pomoći Jugoslavenske akademije 
Znanosti i umjetnosti u Zagrebu, 


Prifnljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke itehničke nauke dne 27.2. 1957. 
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Hi Iveković and Z. BarLeNović 


THE LAW OF MINIMUM AND MAXIMUM 
ATOMIC VOLUMES* 


er physical properties of elements vary periodically accor- 
r position in the periodic system; and ever since this pheno- 
menon has repeatedly been subjected to investigation. If we plot the 


. Constants. This dependence was first shown on a diagram by L. MEYER 
[2]. The diagram consists of 6 large parabolic arcs, each of them cor- 
responding to a period of the periodic system, and is made up of 2 or 


1 ISOCHORIC ELEMENTS AND MINIMUM ATOMIC 
VOLUMES 


A few years ago KAPUSTINSKI [3] drew attention to elements that 
Bave, within a period, the smallest atomic volume. He proved that the 
atomic number of such elements is the arithmetic mean of the sum of 
two isochoric elements (i. e. of those elements that have the same atomic 
Volume) within the same period: 


Zmin = 05 (Zi + 22) (1) 


Where Zuin is the atomic number of the element with the smallest atomic 
Volume, and Z, and Z, respectively the atomic numbers of isochoric 


 * Original title of this paper: Zakon minimalnih i maksimalnih atomskih volu- 
mena. b . 
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elements of the same period. KAPUSTINŠKI proved that an analogous 
rule could be applied also to ionic volumes, although with greater error 
than in the case of atomic volumes. : 

> Besides the expression (1), Kapusqrinski also contributed the fol- 


lowing equation for the calculation of the atomic number of the element 
With the smallest atomic volume: 


Zmin = s" + p (2) 


where 2 stands for the number of the Period (i. e. for the number of 
the last shell), s or b are the maximum numbers of electrons in the 
X orbitales s or p respectively of the last shell of the nearest higher inert > 
gaS, 1. e. 2 or 6 respectively. ' 
= We have noticed that in the above-mentioned paper KaPusrinski did 
not apply the expression (1) to the elements of the sixth period. He did 
not give his reasons for doing so. But this might be accounted for by 
the fact that the application of the expression (2) failed to give satis- 
factory results when applied to this period. KAPUSTINSKI attached so 
much importance to the equation (2) that he even joined it to the 


ijerestion (1): ">" .p=05(Z +7) = Zan (8) 
ooIn order to verify KAPUsTINSKI'S equation (1) in all periods, we 
applied the latest data for the specific weights cited by Cu. D. Hopa- 
MAN, R. C. Wrasr, 'and S. M. SELBy [4], as well 'as those by A. L. 
LANGE [5] and A. F. Horrsman and E. WisERG [6]. The values for 
the atomic weights were also taken from the latest data [7]. The 


computed atomic volumes Vu = zire. mjeren Were introduced in Tab. 1 
spec. weight 


ordinates in Fig. 1. Both table and 
diagram show that the atomic volumes determined in that manner vary 
consi 3 n which depends on the temperature 
and alotropic modification, as well as on the way of the technological 


he numbers in brackets refer to the same data obtained by Karu- 
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Table 1 


je Aton ,Specifie | Atomic, ' [Refe- 
[94 Element SE , "o meleki. sele State rence] 
LOL E a == 
o1o087| — |, — = E 
i pi 1,0080 —262 0,0808 12,47 solid ' 5 
2 He 4,003 —270,8 0,147 21,23 liquid 4 
—268,9 0,126 31,76 liquid 5 
za STE 
4 
: i 6,940 20 0,534 12,99 
: mi E 20 0,53 13,09 , 
9,013 20 1,8 5,01 Ru : 
: S 10,82 20 3,38 3,25 crystalline 4 
Ii 2,82 4,66 amorphous 5' 
. 1,73 6,25 amorphous - 
: 12,01 1 3,51 3,42 diamant 
: ž 5 20 2,26 581 | graphit 5 
74, N 14,008 —252,5 1,026 13,65 solid : 
NI 16,000“ |“ —252,5 | 1426 | 1122 | solid 5 
9 F 19,00 —187 111 17,11 liquid : : 
10 Ne 20188 | —2459 | 1204 | 16,76 | liquid 
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22,991 
24,32 
26,98 
28,09 
30,975 


32,066 
35,457 


| 39,944 


39,100 
40,08 
44,96 
47,90 
50,95 
52,01 


54,94 
55,85 
58,94 


58,71 
63,54 


20 0,971 
20 1,74 

20 2,699 
20 2,42 
20 1,82 
20 2,20 
20 2,10 

1,957 

20 2,07 
(1.9) 

—225 1,65 


20 0,86 - 
20 1,55 
| (2,5) 
20 4,5 
20 5,96 
20 RI 
20 6,92 
20 12 
7,85 
20 7,90 
20 "7,86 
21 -..809 
8,90 
20 8.9 
8,92 
20 8,94 
20 ' 8,92 


white 

red 

black 
monocline 
rhombic 
solid 
solid 


rss 
Go tin 


rr Gori Hoh 
Li 


Qeooqr 


Sr 


. 33 


Atomic 
number 


Atomic 


weight [7] 


les 


Specific 
weight 


Atomic 
volume 


. State 


.. <c< | moje pjeva“) O GA JA 
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30 
31 
32 


gray 

black 

yellow 
monocline red 
Sray 

red 

solid 

liquid 

liquid 

solid 


rhombic 
tetragonal 


gray 


metallic 
amorphous 


liquid 


cubic 
hexagonal 


li ——_———————————— i 


Ori ola Or Ori gh Or OT Ori Oreb Oh 


#4 


La a o i 
< pis 


rao rr 
[g : 


Q. 


Zn 65,88 20 7,14 9,15 
Ga 69,72 20 5,91 11,79 
Ge 72,60 20 5,34 13,57 
20 5,858 |. 18,54 

As 74,91 20 5,78 13,07 
5,7 13,14 

47 15,98 

2,0 37,45 

Se 78,96 4,46 17,70 
20 48. 16,45 

25 4,50 17,55 
Br 79,916 (3,4) (23,50) 
20 3,12 26,51 

Kr 83,80 | —146 2,16 38,79 
(2,0) 41,90 

o mm mom pau mmen mem 

Rb 85,48 20 1,592 55,79 
20 1,58 55,86 

Sr 87,63 20 2,54 35,05 
Y 88,92 5,51 16,13 
Zr 91,22 20 6,4 14,16 
Nb (Cb) | 92,91 20 8,57 10,84 
Mo 95,95 10,2 9,41 

Tc (99) 

Ru 101,1 20 12,2 8,29 
Rh 102,91 20 12,5 8,23 
Pd 106,4 20 12,16 8,75 
20 12 8,89 

Ag 107,880 10,5 10,28 
20 10,50 10,28 

Cd 112,41 20 8,65 12,99 
In 114,82 20 7,28 15,77 
' 20 1, 15,73 

Sn 118,70 20 7,81 |" 16,24 
20 6,55 18,12 

20. | 5,5 20,64 

Sb 121,76 20 6,691 18,19 
Te 127,61 20 6,24 20,41 
20 6,0 21,19 

J 126,91 20 4,98 25,14 
X 181,80 | —140 2,7 48,62 

Iz i 

Cs 132,91 20 1,878 70,96 
20 1,90 69,95 

Be 137,86 20 3,5 39,24 
La 138,92 20 6,15 22,58 
Ce 140,13 6,79 "20,68 
6,90 20,80 

6,7 20,91 

6,8 20,61 


DR ih Or 
Or Or Or 


IM 
= 
= 


Atomi Atomi Specifi Atomic [Refe- 
met o Element weight [7] *G Relebi dra State senće] ' 
u VL I ===. Ee >= = 
: m, se aaa ssssS spe 
59 Pr 140,92 6,5 21,68 4 aw | g pero | Troi KANI 
2% 65. 21,68 5 aaa u sesdd BALL 
6,8 20,72 6 ss “ dA | gRaRe | ea 
60 | Nd | 14427 695 | 20,72 4 OP EETIT [ TTIITI Tv? 
20 6,9 20.90 5 ski ITI 
: 7,0 20,61 6 
61 Pm | (145) (6,9) (21,0) 6 
62 Sm 150,35 7,1 19,58 , 4 mam 
7,8 19,27 4 = 5 
, 6,9 21,78 6 K * | S S > 
68 Eu 152,0 | 52 29,28 6 " S G k 
64 Gd 157,27 19 19,90 6 
65 Tb 158,93 8,3 19,15 6 
66 Dy 162,51 BB 19,12 6 a E saeco | saas | 
67 Bo 164,94 | 88 18,74 6 SS | ss | Prde | ge TIT 
68 Er 167,27 9,2 18,18 6 a (GKGKSKKKTA zmz ši ore 
69 | Tm 168,94 9,8 18,16 6 kapa i nada | woaS | cen 
10 | Yb 178,04 7,0 24.72 6 Ša NARRR | Zlsš | ses 
I Lu 174,99 9,7 18,04 6 
72 Hf 178,50 12,1 14,75 10 
"13 Ta 180,95 16,6 10,90 4 sa SS seače ]) naz ITE 
14 W 18886. | “20 [193 9,53 4 se SS Sed | goec DL 
15 | Re | 18622 20 | 20,53 9,07 4 sE go, \is+a FKalivi e 
76 s 190,2 20 22,48 8,46 45 De A= nessa | Snos ' 
77 Ir 192,2 20 | 224 8,58 5 SS Ša Sase8 | mg8 | «ga 
78 Pt 195,09 20 | 21,37 9,13 4 ++ +4 111£7 soo 2TI 
20 | 21,45 9,05 5 
79 Au 197,0 20 [193 10,2 45 : 
80 Hg 200,61 | —188 | 14888. | 189 | solid 4 sE se pam djanev 
20 .| 18,546 | 148 4 KO E) gsddas | dLsg ITI 
—38,9 14,19 - 14,13 solid 5 dig a Laško) GBS“ mori 
81 TI 204,39 20 11,85 17,24 4 “u S ora ša gas 
. 82 Pb 207,21 20 11,38437 | 18,26 4 m“ NS iga GASA sos 
: 20 . | 11,34 18,27 5 =.s sE 
83 Bi 209,00 9,747. | 2144 4 = ru mesa 
| 9,80 1,82 4, ša S Sega | sssg | TTT 
84 | Po | 210, ž : go | ga | gasgec | ss | LL 
.85 At (210) ' &s se O oO slag Ga i 
86 Rn | 222 55, i 5 dag nas soon dadu 585 
87 Fr | (228) u oh bak sli sa anser gas" ČE 
88 Ra 226.05 165) (45,21) 5 
89 Ace [,227 ' a 
90 Th 232,05 20 11,3 20,58 Ji SA-KI = 
91 | Pa | 281 Ta žao | SZoNO | HSxE |omdae 
92 U. | 238.07 20. | 18,68 12,74 4 h ša EKE RK: 
93 Np | (287) 
94 Pu ea . a 
95 Am 243 KE CRTGREKS RK SO ske 
9% | Cm (45) MO|OSA | oamna | aša nE 
97 Bk 249 zake iki sk: 
98 Cf (249) 
99 E 255 j 
100 Fm . 255 ' : o % = 
101 Mv | (256) ' 5 bai 
ka. U. hi i. 
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The aim of Tab. 2 is to show to what extent the magnitudes. of atomic 
numbers — computed by means of the expression (1) and using the 
latest data for the atomic volumes — agree with the atomic numbers 
of the element for which it was experimentally found to have the 
smallest atomic volume in the respective period. ' 

It is possible to notice from Tab. 2 that, by applying the latest data, 
smaller differences (v» — vy) between atomic volumes of approximately 
isochoric elements of the same period are generally obtained than in the 
case of the data obtained by KAPUSTINSKI (U» — U; in brackets). | 

The most striking difference is encountered in the fourth period with 
the pair Ca-Br. Here, KAPUSTINSKI obtained ve — Vy = —2.3, while 

our data show —0.25 for the same value. By analogy, the same holds 

ood for the pair Cr-Gu in the same period, where the former data 

yielded the difference v; — vj, = +1.6, while by using newer data we 
obtained the magnitude —0.22. In this period also some other pairs 
stand out with greater differences of atomic volumes of approximately 
isochoric elements (cf. Sc-Se = —1.6, Ti-Ga = +1.2) than is gene- 
rally the case with other periods. With the pair Sc-Se we took into 
consideration the red modification of selen, the atomic volume of which 
differs from that of scandium by only —0.28. 

In the third period KapusTinski takes Mg-S as the second nearest 
isochoric pair, whose atomic volumes differ for —0.9 = vz — Vy, While 
we took as the partner for magnesium the red modification of phos- 
phorus, whose atomic volume differs from that of magnesium by. only 
+0.11. In this manner Z, is also decreased from 16 to 15, and: thus the 
value for 0.5 (Z, + Z,) comes nearer to the atomic number of alumi- 
nium (from 14 to 13.5). ' 

In the fifth period the differences between our data and those of 
KAPUSTINSKI are not considerable. Only in the case of the pair Pd-Mo 
there exists a difference between his data and ours for 1.16 (1-0.66 and 
— (0.50 resp.). 

It has already been pointed out that KAPUSTINSKI did not apply the 
expression (1) to the sixth period. The data given in Tab. 2 for the 
sixth period show, however, that it is possible to apply the expression 
(1) to this period as well. ' 

Furthermore, we extended the application of the expression (1) also 
to the first period. This was achieved by taking the neutron as the third 
»element«, under assumption that it could be approximately isochoric 
with helium. It follows from the diagram that hydrogen in this »period« 
might probably be considered the element with the smallest atomic 
volume. 

From which it can be inferred that KaPusTiNskr's expression (1) has 
a general value. It can be applied, however, to all periods only for the 
approximate determination of the atomic numbers of the elements with 
the smallest atomic volumes. 
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(2. A NEW FORMULATION OF THE LAW OF SMALLEST 
ATOMIC VOLUMES 


Our attention was attracted by the atomic numbers Zi 1 
corresponding elements. The elements of sixth, fifth, 2 po bon 
1717, asRh, and »,Co are placed in the periodic system in the 8" group 
one below the other. They have an analogous electronic configuration 
occupying the place immediately before the elements ;gPt cPd and peNi 
e Da shells often act as half-saturated. 23 “ 

e elements of the third and second periods ,;Al 
an analogous electronic configuration. They are kela im sis 
group immediately before ,,St and 4C, which are also in the middle 
of their periods, as is the case with the elements »gVi, ,gPd and ,gPt. ' 

In Tab. 3 n designates the number of the period; Zmin is the" atoreše 
number of the elements with the smallest atomic volume in the period 2; 
Ze is the atomic number of the inert gas, with which the period is 
ended. In the section Sze the electronic structure of the last two shells 
of the element Že is given according to the orbitales; Žmax is the symbol 
for the largest orbitale of these last two shells. ' š 


Table 3 

a Zmin, exp. | Z Zo—Zmin Sze Imax ZK 
te s ja dj A S) |S EN JA 

1 1(H) 2 (He) ko 0+1s2 s=2 - 

sA 5(B) 10 (Ne) 5 | 1 s? +2 52:99 = 

8 (18 (A) 18 (Ar) 5 2520-32 a A = : 2 ile) 
— SEM e | rr man pe 0 | e m a nn 

4, | 27(Co0)_|36(Kr) 9 8 52 99 d00 +4 g? po - 

5 45 (Rh) | 54(X) 9 492 : d9 5 52 e : Ž = Zi _ (g) 

6 77 (11) 86 (tn) 9 5 8 pd. 6 52 po d=10 |96(CGm) 


== arrasaaas.. uu mmen po mjo. .m...smemnomi 


From this table it is visible that the atomic number of the element 


With the smallest atomic volume can be computed by subtracting the 


s 1,5 or 9, characteristic of this period, from the atomic number 
e inert gas Ze, with which the respective period is ended. These 


numbers equal the half of the atomic numbers of the first three inert 


pa 2 (He), 10 (Ne), and 18 (Ar), i. e. their maximum magnetic 

ša n ža mai. For these numbers we can substitute s-1, #-1 or d-1 

nana om “a 2, ? . and d = 10 respectively stand for the 
number oi electrons in the largest orbital 

two shells of the inert gas Z.. Hence it fell dea 
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Bian ii Ze=Ž—ts—h=Z+i (4a) 
forn=2and83......Zm=Z—(pP—1) =Z:—5 (46) 
forn=4,5,6and 7... Zmn=Z—(d—1) =2—9 (4c) 


or even more generally: Poe taro +1 (5) 
amin —— Ze = tm 


Tab. 3 shows that the application of the equations (4) and (5) respect- 
ively gives for Zmin values which completely agree with those obtained 
experimentally. 

In the last section (Zx) of this table the values for Zmin are given as 
obtained by KaPusrTinski using his expression (1). If we compare these 
values with those obtained by the equations (4) and (5), or with those 
obtained experimentally, we can see that KAPUSTINSKI s expression can 
be applied only for the approximative determination of magnitude Žmin 
for the elements from the second to the fifth period. In the sixth period 
this expression fails to give any comparable results. 


3. ISOTOPIC STRUCTURE OF ELEMENTS WITH THE 
SMALLEST ATOMIC VOLUMES 


. Finally, we should like to call attention to the fact that the atoms 
of the elements with the smallest atomic volumes are composed. of either 
one kind of atoms or of two kinds of isotopes. Thus BAL, 27 Co and 
"SRh are »pure« elements, and so we could say for iH (99.985%%/0), 
while ;B and ,;/r are »mixed« elements with only 2 kinds oim He 
isotopes (81.2% "5B and 18.8% "5B, 61.5% lr and 38.5% qlr 
resp.). All these elements have odd atomic numbers so that this pheno- 
menon is in ačcordance with HARKINS's rule, 


On the other hand »Ni with the atomic volume slightly different 
from the atomic volume of the »;Co and the ;40s with the atomic volume 
also only slightly different from that of ;;/r, are composed of several 
isotopes. 

Ali the above-mentioned elements ,H, 5B, ,sAl, »1Go and ,sRh have 
odd atomic numbers. On the other hand, »gNi and ,g9s have even 
atomic numbers. It is therefore most reasonable to suppose that the 
minimum atomic volumes belong to the elements »,Go and zlroan 
that the determined atomic volumes of the elements »gNi and 1605: 
which are only a little smaller than those of Co and /r resp., od 
influenced by the different technological processes applied to the part- 
ners with the isochoric volumes. “o 
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4. ELEMENTS WITH THE GREATEST ATOMIC VOLUMES 


From Fig. 1 it is visible that in the first two periods the greatest 
atomic volumes have the inert gases »He and ,,Ve, with which these 
periods are ended. In the third period the atomic volumes of nod 
(24.20) and ,,Va (24.17 and 22.84 resp.) differ but little. In the fourth, 
fifth, and sixth periods the alkaline metals, ,gX, ;Rb, and ssCs have 
such volumes. Fr will probably join them in the seventh period. So we 
can say that for the atomic numbers of the elements with the greatest 
atomic volumes (Zmax) it follows: ' 


LELJ EH: BRP AE Zmax = Ze, (6a) 
for n s. $, 4, 5, 6and 7... Zimax =2Z+ \, (6b) 


where Ze is the atomic number of the inert gas with which the respec- 
 tive “period is ended, and Z; the atomic number of the inert gas of the 
 preceding period. In the third period we obtain ,gAr by applying the 
expression (6a) or ,NVa by applying (6b). 

From the elements with the maximum atomic volumes »He (practical), 
uNVa, 55Cs and probably g,Fr are composed of only one kind of atoms. 
-Ihey all have odd atomic numbers with the exception of the inert gases 
ose, Ne and ggdr. i 
Tab. 4 shows that the difference D between Zma of a period and 


Zi of the preceding period has the characteristic magnitude for the 
third to seventh periods: 


= Zmu o< (Za) 
forn=56and7...D=10=d, (7b) 


Where p = 6 and d = 10 are the simbols for the largest subshall in one 
of two last chells of the element Z, of the period to which Zum belongs. 


Table 4 
m Zmox Zamin D id 
pa Pare. SE] ree Ze e i o 
2 — = > 
5(B) 
3 11 (Na) 6 b 
; 13 (Al) € 
4 19 (K) , 6 ' b 
. 27 (Co) 
5 37 (Rb) : 10 d 
45 (Rh) : 
6 55 (Cs) 10 d 
77 (11) e 
7 87 (Fr) — 10 d 
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5. ON THE MAGNITUDE OF THE MINIMUM AND 
MAXIMUM VOLUMES 


| I i ' 1 inimal atomic volumes from 
'Fig. 1 shows that the elements with the minima i ro 
ed deka Todrth and fifth periods (5B, 27Co, gsRh) lie on a straight 


: ation is: E ' 
Dad sar e 2 4and5... Vniu = 0.0894 * Zmin + 4.23 (8) 


The verification of the expression (8) for the . poma pena 
is shown in Tab. 5, where M. is the S LE . 
ic *min the same volu ated 
oges ophod Eau the case of the volume of sBit Z orasi bos 
take ta account only its crystalised modification. RK mph E 
of 2,11 differs but little from the atomic volume Of gsl (8) 34), 
and it cannot be computed by means of the expression (8). 


i Table 5 
“8 
' : 4 5 
n 2 
; 
' 270 sah i zir 
V 5B 27 4 
: 8.57. 
4.62 crystalline 6.62 8.23 > 
Vin 6.23 amorphous 6,67 — X 
in s = 
| 1.11 
V? 4.68 crystalline 2 6.62 8.25 (11.11) 
min 
go i li i a = = 
: 2.54 
a 0.06 crystalline 0,00 0.02 | 
min Vin —1.55 amorphous — 0.05 — 


o... nn si 


in Fig. 14 i ting the maximum volumes 
ect in Fig. 1 the points represen mu za 
of da rat dnd sixth periods (»He and 55Cs), we shall obtain the straig 


He gkn=145and6... Va = D750: Zma + 2507 (9) 


from which the points representing Vmax of the fourth and fifth periods 
are not far either, as can be seen from Tab. 6. 


Table 6 


ru S 5 
————————————————————— 
i 5 6 
n 1 m 4 
a ea sama m a sk 
' Rb 5505 
He K a7 i 
ž 26 68 44.94 55.79 69.95 
iam 26.70 40.57 55.26 pe 
e. ' —4.37 _0.53 .00 
Vnax— V max 0.02 
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6. ATOMIC VOLUMES OF THE ELEMENTS FORMING 
ALLOTROPIC MODIFICATIONS 


Fig. 1 shows also clearly the position of the elements forming two 
or more allotropic modifications, as differences in density between 
allotropic modifications of the same element result in differences in 
atomic volumes. Such elements can be found between the third and 
the sixth group; they are ;B_in the third STOUP, 4G, 145i, »»Ge and sgSn 
in the fourth group, ,;P, ggAs and 5190 in the fifth group, and ,4, 3aSe 
and g»Te in the sixth group. Their arrangement, according to the pe- 
riods, is as follows: in the second period we have ;B and ,C (and ,N 
and 4O, whose allotropic modifications have not been introduced into 
Fig. 1); in the third Period 145%, 45P and 45; in the fourth period ,»Ge, 
s8/ls and g,Se; and 5051, 51Sb and ;oTe in the fifth period. 


* 


It is finally necessary to emphasise that the magnitudes of atomic 
volumes, as mentioned above, were obtained by applying the specific 
weights of elements at different temperatures. For those elements which 
are solid at room temperature, we used in most cases the values of 
specific weights obtained at 20% C, as such data are most often referred 
to. With those elements, however, which at room temperature arc cither 
liquid or gaseous, we used the specific weights obtained at temperatures 
at which these elements are solid. An exception is made with H, He, 
F, Kr and X specific weights of which were taken from the liquid state. 
Thus, unfortunatelly, the temperatures at which the specific weights 
of these elements in solid state were determined are very different. 


There is no doubt that the application of atomic volumes obtained 
at such different temperatures makes it difficult to carry out a correct 
comparison between them. In such work it would be necessary to apply | 
the specific weights of all elements being in solid state and under the 
same conditions, i. e. if possible near the zero absolute and under the 
same pressure, which should be higher than the highest critical pressure 
Of the elements. As the specific weights of the elements, owing to such 
a considerable decrease in the temperature, would increase, the values 
for the _atomic volumes would become smaller than those mentioned 
above. This would cause a shift of all points in the Fig 1 to the smaller 
values of the abscisse. ' 

It is necessary to mention that there are very few data on the specific 
Weights of the elements near the zero absolute. As for the data obtained 

y reduction from the values at considerably higher temperatures, e. g. 
Y means of the equations of LoRENz [8], or BirLrz and MrisEL [9], 
the errors in determining the elements having minimum or maximum 
atomic volumes would be greater than those obtained by comparing 
atomic volumes, as it was used in our work. 
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i 
Besides the mentioned reasons, owing to which it is impossible to 
expect greater regularity in the periodicity of the magnitudes of atomic 
volumes, it is also necessary to mention various »packings« of crystal- 
line lattice in different elements as wel as in the same elements in 
different allotropic modifications. : 
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H. Iveković i Z. BALENOVIĆ 


ZAKON MINIMALNIH I MAKSIMALNIH 
ATOMSKIH VOLUMENA 


navrata objekt istraživanja. Nanesemo li na os apscisa redne brojeve 
elemenata, a na os ordinata njihove atomske volumene dobit depo 
Mrnata krivulju, koja pokazuje međusobnu ovisnost tih dviju karakte- 
HA ičnih konstanti. U dijagramu je prvi put prikazao tu ovisnost L 

EYER [2]. Krivulja se sastoji iz 6 većih lukova paraboličnog oblika, 


od kojih svaki luk odgovara jednoj periodi periodnog sistema, a sa- 


stavljen je od dvaju ili više manjih lukova. 


1. IZOHORNI ELEMENTI I MINIMALNI ATOMSKI 
VOLUMENI 


KAPUSTINSKI [3] je pred nekoliko. godina svratio pozornost na ele- 
mente, koji unutar jedne periode imaju najmanji atomski volumen. On 
je . da pe o broj takvih elemenata aritmetska sredina zbroja 

izohornih elemenata (t.j. onih, koji imaju isti i 
radom ( | j OJI imaju isti atomski volumen) 
Zuin = 0.5 (Z, + Z.) (1) 


8dje je Zmiu redni broj elementa s najmanjim atomskim volumenom, 


a4Z,1Z, redni brojevi izohornih elemenata iste periode. KAPUSTINSKI 


mene, iako Ss većom pogr SKO , O Sto je J i 
Osim izraz P I J i V van ć 


rednog broja elementa s najmanjim atomskim volumenom: 
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Zay =.) ' (2) 


mase : = 
je je n broj periode (odn. posljednje ljuske), a s i p su maksimal 
ziAH deka na dilema s odn. p posljednje ljuske najbližeg 
višeg inertnog plina, t.j. 2 odn. 6. i Z Koroa 
Kod navedenog rada KAPUSTINSKIJa svratili smo posta obod 
njenicu, da on izraz (1) nije primijenio na elemente VI. perio .& A 
STINSKI ne obrazlaže, zašto to nije učinio. No uzrok vom ind k mia 
što je u toj periodi potpuno zatajila primjena izraza (2), mari 
STINSKI daje veliko značenje, pa ga štoviše i spaja s izrazo : 


sis + b = 0.5 (Z, zP123) = Žumin (3) 


Da ispitamo vrijednost jednadžbe KAPUSTINSKIja U) na e E 
riodama, mi smo primijenili mia srt i se i 
rane prema CH. D. Hopcman, R. C. WEasr 1 5. M. : me 

s i A. F. HoLLEMAN i E. WIBERG [6]. Vrijednosti za at 
zad Bio su također prema najnovijim podacima [5]. Izračunani 
ž gramatom 
atomski volumeni Va. = *————— | 

Po ablica i dij kazuju, da se tako 
na os ordinata u dijagramu. Tablica i dijagram po ia. Hoka 
određeni atomski volumeni mnogih elemenata među rok znatn koa 
kuju, što ovisi o temperaturi, o alotropskoj modifikaciji, kao i o 
obradbe elementa. ii. N. 

Kod određivanja Zmm prema izrazu (1) primijenili smo s. a oi 
periode atomske volumene si oma po KA pa 
i ih elemenata uopće nema!). ablici , Ve 
javi volumene etišaih izohornih elemenata, Žumin . kia 
s eksperimentalno sreo najmanjim atomskim sa umenom 

eriode i njegovim rednim brojem. B. u ja 
: Atomski volumeni kobalta (2,C0) i niklja (282) u 4. pao o va 
malo međusobno razlikuju (6.62 resp. 6.60), da imaju po je nako na s 

da budu smatrani najmanjima u ovoj periodi. Isto vrije = i za ne id 

Ir u 6. periodi (8.46 resp. 8.58). Međutim, iz razloga, o kojima i 

Zovora kasnije, smatramo ;C0 i ,,Zr_ elementima s majonanjia oba uš 

skim volumenima u 4. odn. 6. periodi. Brojke u zagradama odnos 

na iste podatke koje je dobio KAPUSTINSKI. ' 


uvršteni su u tablicu 1 i naneseni 


Zadaća tablice 2 je, da pokaže, u kojoj se mjeri veličine rednih bro- 


jeva izračunate prema izrazu (1) pomoću najnovijih podataka ia Br 
ske volumene podudaraju s rednim brojem onog elementa, . .*\ leda 
dotičnoj periodi eksperimentom nađeno da ima najmanji ato 

ae PA 2 možemo u prvom redu zapaziti, da se pri Ek ai 
podataka dobivaju općenito manje razlike između atomski is _ 
(V» — vi) približno izohornih elemenata iste periode, nego j 
slučaj kod podataka KAPUSTINSKIja. 
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Najupadljivija je razlika u četvrtoj periodi kod para Ca-Br, gdje 
je KAPUsTINSKI dobio u, — v, = —2,3, a naši su. podaci dali za istu 
vrijednost veličinu —0.25. Analogno vrijedi u istoj periodi i za par 
Cr-Cu, gdje su stariji podaci dali razliku V» — Vi = +1.6, a primjenom 
novih podataka dobivamo veličinu —0.22. U četvrtoj periodi ističu se 
i drugi parovi većom razlikom atomskih volumena približno. izohornih 
elemenata (usp. Sc — Se = —1.6, Ti — Ga = +1.2), nego što je to 
općenito slučaj kod drugih perioda. Kod para Sc-Se uzeli smo u obzir 
crvenu modifikacija selena, čiji se atomski volumen razlikuje od skan- 
dijeva za svega —0.28. ' i 

U trećoj periodi KaPusTinski kao drugi približno izohorni par uzima 

£-5, kojega. se atomski volumeni razlikuju za —0.9 =v,—v,, a mi 
smo kao partnera magneziju uzeli crvenu modifikaciju fosfora, koje se 
atomski volumen razlikuje od magnezijeva za svega +0.11. Time je 
naravno i Z, smanjen od 16 na 15, pa se i vrijednost za 0.5 (Z, + Z.) 
više približila rednom broju aluminija (od 14 na 18.5). ' 

U petoj periodi razlike između naših podataka | podataka KAPUsTIN- 
SKIja nisu znatnije. Jedino kod para Pd-Mo postoji razlika između 
ovih podataka za 1.16 (-+0.66 odn. — 0.50). 

Već smo naprijed istakli, da KapusTinskr nije izraz (1) primijenio 
na 6. periodu. Podaci, koje iznosimo u tablici za 6. periodu, pokazuju 
međutim, da se i kod ove periode dobivaju dobri rezultati, ako se pri- 
mijene noviji podaci za atomske volumene te periode. 

Mi smo nadalje protegnuli primjenu izraza (1) i na prvu periodu.. 
Učinili smo to uzimajući neutron kao treći »element«. Iz dijagrama 
izlazi kao vjerojatno, da je vodik u toj »periodi« element s najmanjim 
atomskim volumenom. . ka 

Iz svega, što. smo naprijed naveli, vidi se očito, da izraz KAPUSTIN- 
SKlja (1) ima općenitu vrijednost. No on se može primijeniti u svim 
Periodama samo za aproksimativno određivanje rednih brojeva eleme- 
nata s najmanjim atomskim volumenima. 


2. NOVA FORMULACIJA ZAKONA NAJMANJIH 
ATOMSKIH VOLUMENA 


Našu pažnju privukli:su redni brojevi Zmiu i njima odgovarajući ele- 
menti. Elementi 6.,.5. i 4. periode idr, asRh i »1Co nalaze se u period- 
nom sistemu u VIII. skupini jedan ispod drugoga, imaju analognu elek- 
tronsku konfiguraciju i nalaze se neposredno pred elementima ;gft; 
4&Pd i ggNi, kojih elektronske ljuske djeluju često kao poluzasićene. 

lementi 3. 1:2. periode ,gAl i ,B imaju također analognu elektron- 
 Sku konfiguraciju, a nalaze se u III. skupini neposredno pred uSi i gC, 
koji su također smješteni u sredini svojih perioda, kao što je to slučaj 
1 s elementima Ni, gPd i ,gPt. 
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U tablici 3 n znači broj periode, Zmin je atomski broj . La 
jim atomskim volumenom u periodi n i njegovim sim “i i : 
neo broj inertnog plina, s kojim završava perioda n. * = 
iska ji elektronska struktura dviju, t.j. posljednje i.pre av je a 
še ra zeti Ze po orbitalama, lmax je oznaka najveće 
j j od tih dviju ljusaka. . - : 
' mE > tablice vidi, da se atomski broj elementa s e Lie 
ki z te lumenom dade izračunati, ako se od atomskog oj pine 
je Y. s kojim završava dotična perioda, odbije za tu perio i im 
P . pe od brol 1, 5 odn. 9, koji su brojevi ia vrte si comma 
aroma sevli triju inertnih plinova 2 (He), . (N i i siu . . a : 
tih brojeva možemo pisati s— 1, p — 1 odn. Fr gdi Ke ode 
i d =10 znače najveću podljusku i njezin maksima i. 
: jednoj od dviju posljednjih ljusaka inertnog plina Že. 


M ast. 1 anbetobh=đb=i.,. Ga 
zan=2183 ... Zun =Ze—(p—1) = Ze — 5. a 
zan=4, 5617 Zm=Z—(d—1) =Z—9 


ili općenito: Žan Žele ki (5) 


| j imj j žbi (4) odn. (5) daje za Zmin 
i kazuje, da primjena jednadžbi ( laje : : 
Man koje ij me poklapaju s eksperimentalno dobivenim vri 


PG ossljednjoj rubrici te tablice nanijeli smo vrijednosti za Zmin, kako 


ih dobiva KAPUSTINSKI prep? pa nel iti # 
ij i 1 je dobivamo jednadžbama . 5, ili s onima, 

lema slike veo S idi da se izraz KAPUsTINSKIJa (1) 
j dobivaju eksperimentom, vidi se, da se i I ST 

< persnina ća za aproksimativno određivanje veličine Zmin od 

2. do 5. periode, a u 6. periodi taj izraz zatajuje potpuno. 


f 


3. IZOTOPNI SASTAV ELEMENATA S NAJMANJIM 
ATOMSKIM VOLUMENIMA 


Na koncu želimo svratiti pozornost i na činjenicu, da 1 po ko. 
menata s najmanjim atomskim volumenima sastoje bilo od e ra 
vrste “atoma, bilo pak od samo 2 vrste izotopa. Tako su Pipe : .. 
(»čistunci«): B Al, 2Co i “$Rh, a praktički i 1H (99. e. and 
»miješani« elementi (»mješanci«) sa sein Doro ih). Su ti 
i dr (81,2% 5B i 18.8% 5B odn. 61.5%, "Ir i 38. ia e 
elementi imaju neparni redni broj, pa je ova pojava u zomi dp 
KINSovim pravilom. Naprotiv »gNi, kojega se atomski vo 
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znatno razlikuje od atomskog volumena 27C0, i ;405, kojega se atomski 
volumen vrlo malo razlikuje od onoga lr, sastavljeni su od mnogih 
izotopa. 

Naprijed navedeni elementi iH, 5B, Al, Co, gRh i dr imaju svi 
neparne, a xNi i 405 imaju parne atomske brojeve. Skloni smo stoga 
pretpostaviti, da minimalni atomski volumeni pripadaju elementima 
2:C0 i pdr, a da su nađeni najmanji volumeni elemenata Ni 1 2405 
uvjetovani različitom tehnološkom obradbom partnera. 


4. ELEMENTI S NAJVEĆIM ATOMSKIM VOLUMENIMA 


Iz dijagr. 7 vidi se, da u prve dvije periode imaju najveće atomske 
volumene inertni plinovi, s kojima te periode završavaju: He i ,,Ne. 
U 3. periodi imaju otprilike podjednako velike atomske volumene iaeAr 
(24.20) i Na (23.67). U 4., 5. i 6. periodi posjeduju alkalijske kovine 
najveće volumene: ,gK, g,Rb i ssCs. Vjerojatno. će se tima pridružiti i 
gzFr u 7. periodi. Prema tome za atomske brojeve elemenata s najvećim 
atomskim volumenima (Zmax) vrijedi: 


zan = 21, 21 SANE VE IPE NJ Zas E= Ze odn. ; (6a) 
zan=3456171..Zm=2Z7+1, (6b) 

gdje Z, znači atomski broj inertnog plina, s kojim dotična perioda za- 
.Vršava, a Z; inertnog plina prethodne periode. U 3. periodi dobiva se 
Pri primjeni izraza (6a) \aAr, a pri primjeni (6b) ,,Na. Od elemenata 
s maksimalnim atomskim volumenima sastoje se od samo jedne vrste 
atoma 2/7e (praktički), ,,Na, 55Cs i vjerojatno &Fr, a neparne atomske 


brojeve imaju svi osim inertnih plinova »He, ,Ne i radr. 
Tabl. 4 pokazuje, da diferencija D između Zna neke periode i Zmin 
Prethodne periode ima karakterističnu veličinu: | 
zan=314....D= 6=p odn (7a) 
zan=5,6i7..D=10=d (7b) 
&dje su p=6 i d = 10 oznake najveće podljuske u jednoj od dviju 
Posljednjih ljusaka elementa Z4 one periode, kojoj pripada Zmin. 


5. O VELIČINI MINIMALNIH I MAKSIMALNIH 
ATOMSKIH VOLUMENA 


Slika 1 Pokazuje, da elementi s minimalnim atomskim volumenima 


E. + 15. periode (;B, ,,Co i 4sRh) leže na pravcu, kojega jednadžba 
glasi: 


V rani (72 za 2. 4, 5) = 0.0894 - Zrišu + 4.23 j (8) 


15 RAD gia 
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Verifikaciju izraza (8) za navedene tri periode daje tablica 5, gdje je 
V nin eksperimentalno određeni minimalni atomski volumen, a V'min isti 
volumen određen računski pomoću izraza (8). Kod ;B treba očito uzeti 
u obzir samo kristaliničnu modifikaciju. Atomski volumen ,,/7 razli- 
kuje se vrlo malo od atomskog volumena ,;Rh.(za cca 0.34) te se ne 
može izračunavati pomoću izraza (8). 

Spojimo li u sl. 1 točke maksimalnih volumena 1. i 6. periode (»He i 
55Cs), dobivamo. pravac, prema kojem vrijedi: 


zan — 1, 4, SA ME. OLRNVNKA V max = 0.750 + Zimax i 25.07 (9) 


od kojega nisu daleko ni Vmax 4. i 5. periode (19K i »;Rh), kako se to 
vidi i iz tablice. 


6. ATOMSKI VOLUMENI ELEMENATA S ALOTROPSKIM 
MODIFIKACIJAMA 


Sl. 1 pokazuje zorno i smještaj elemenata, koji se pojavljuju s više 
alotropskih modifikacija u periodnom sistemu, jer razlike u gustoći 
između alotropskih modifikacija istog elementa dovode i do razlike u 
atomskom volumenu. To su elementi od III. do VI. skupine, i to u 
III. skupini ;B, u IV.-toj 4G, uSf, s2Ge i soSn, u V.-toj skupini 152, gas 
i siSb i u VI.-toj skupini ,65, saSe 1 zsT'e. Po periodama je njihov raspo- 
red ovakav: u 2. periodi 5B i 4G (te ;N i 40, kojih alotropske modifi- 
kacije u dijagramu nisu uzete u obzir), u 3. periodi St, 15P i 199 u 
4. periodi ,2Ge, gAs i ggSe te u 5. periodi so81, 5190 i zeTe. 


* 


Treba na koncu istaknuti, da su veličine atomskih volumena, kako ih 
mi navodimo, dobivene primjenom specifičnih težina određenih pri 
raznim temperaturama. Za elemente, koji su kruti pri sobnoj tempe- 
raturi, upotrebili smo u najviše slučajeva vrijednosti spec. težina dobi- 
venih kod 20% C, jer su takvi podaci u literaturi najčešći. No kod ele- 
menata, koji su pri sobnoj temperaturi tekućine ili plinovi, primijenili 
smo specif. težine određene kod onih temperatura, kod kojih se ti ele- 
menti nalaze u krutom stanju, s izuzetkom kod H, He, F, Kri X, gdje 
su uzete u račun spec. težine tih elemenata u tekućem stanju, jer drug! 
podataka .nismo imali. Nažalost temperature, kod kojih su određivane 
spec. težine tih elemenata u krutom stanju, vrlo su različite. 

Nema sumnje, da razmatranje atomskih volumena pri ovako razli- 
čitim temperaturama otežava pravilno uspoređivanje veličine atomskih 
volumena elemenata u periodnom sistemu. Da bismo sve elemente imali 
u istom agregatnom stanju i pod istim okolnostima, trebalo bi pri takvu 
radu primijeniti atomske volumene dobivene pomoću specifične težine 
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određene pri istoj tem 
nosti i pri istom tlak 
tlaka svih elemenata. 
Budući da bi se 

. specif. težine elem 
manje od navedenih. U dijagramu 


Peraturi, i to blizu apsolutne nule, 


.. . a ć- 
u, koji bi morao biti veći od najve : kritično, 


ćeg kritičnog 


u temperature povećale sve 
1 za atomske volumene postale 
I bi se pritom sve točke pomakle 


pr Višim temperaturama kao 
ili Birrzovih i .MrisErovih [9] jed- 
greške bile veće, nego što su one, koje 
h volumena, kako smo ih mi primi- 


ona pr. 
' prosi, držimo, da bi dobivene po 
dobivamo uspoređenjem atomski 
ojenili. 
3 Besim navedenih uzroka, zbog kojih se ne mo 
vilnosti u Periodicitetu veličine atomskih v 
spomenuti još i različita 
elemenata, kao i kod isti 
cijama. 


gu očekivati veće pra- 
C 1 volumena. treba kao u 
»pakovanja« kristalnih rešetaka kod reći 


h elemenata u raznim alotropskim modifika- 


Primljen jednici ] 
Jeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke i tehničke nauke 99.1. 1958 
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VitimM NIČE 


REYEOVI TETRAEDRALNI KOMPLEKSI 
JEDNOG, DVAJU, TRIJUIČETIRIJU GLAVNIH 
TETRAEDARA 


Uvod: Pridružimo li dva prostora tako, da svakoj točki jednoga 
bude pridružena jedna točka drugoga i svakoj ravnini: jednoga bude 
pridružena jedna ravnina drugoga uz uvjet, da točki jednog prostora, 
koja leži u jednoj njegovoj ravnini, pridružena točka u drugom pro- 
storu leži u pridruženoj ravnini u tom prostoru, onda se takva dva 
Prostora zovu kolinearno pridruženi prostori. Iz takve definicije koli- 
nearnog odnosa dvaju prostora izlazi, da je svakom pravcu pridružen 
pravac, da su parovi pridruženih nizova točaka, pramenova pravaca i 
Pramenova ravnina pridruženi projektivno, a parovi pridruženih polja 
točaka i pravaca, kao i Parovi pridruženih svežanja pravaca i ravnina, 
da su pridruženi kolinearno. Kolinearan odnos dvaju prostora uspo- 
stavlja se tako, ida pet točaka, ili ravnina, pridružimo petorci točaka, 
odnosno ravnina, uz uvjet, da četiri od tih točaka u svakom skupu ne 
leže u jednoj ravnini, odnosno četiri ravnine u svakom skupu ne Pro- 
aze jednom točkom. Poznato je, da spojnice parova pridruženih točaka 
dvaju kolinearnih kolokalnih prostora čine kvadratni pravčasti kom- 
Pleks, koji je identičan s kompleksom presječnica parova pridruženih 
ravnina takvih dvaju prostora. Zna se također, da dva kolineamno pri- 
ružena prostora imaju uvijek četiri same sebi pridružene točke (dvo- 
Struke točke), koje u parovima mogu biti i konjugirano imaginarne. 
Odatle odmah izlazi, da takva dva prostora imaju i četiri same sebi 
Pridružene ravnine, kao i šest pravaca, koji su sami sebi pridruženi, 
8dje će i ravnine i pravci biti u parovima konjugirano imaginarni, ako 
Su takve malo prije spomenute same sebi pridružene točke. Takav 
se tetraedar zove glavni tetraedar spomenutog kvadratnog kompleksa. 
 Zrake tog kvadratnog kompleksa dvaju kolinearno pridruženih pro- 
stora probadaju ravnine pobočaka njegova glavnog tetraedra tako, da 
istoimene četvorke točaka imaju uvijek jednake dvoomjere [1]. Pod 
istoimenim četvorkama točaka razumijevamo uvijek takve četvorke ' 
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probodišta s pobočnim ravninama glavnog tetraedra, gdje će u tim 
četvorkama biti uvijek na istom mjestu probodišta s istom pobočnom 
ravninom. Vrijednost dvoomjera ovih četvoraka točaka jednaka je uvijek 
vrijednosti dvoomjera četiriju ravnina svake zrake tog kompleksa, po- 
loženih tim pobočnim ravninama nasuprotnim vrhovima tog glavnog 
tetraedra [2]. Ovakva konstantna vrijednost zove se karakteristična 
invarijanta tog kvadratnog kompleksa. Taj je kompleks otkriven od 
THEODORA REyra, pa se radi opisanog tetraedra i zove REyrov tetra- 
edralni kompleks. U ovoj ćemo radnji uz ostalo promotriti i proizvode 
dvaju i triju takvih kompleksa. 

Egzistencija karakteristične invarijante RgyEova tetraedralnog kom- 
pleksa indirektno kaže, da je svaki takav kompleks zadan svojim glavnim 
tetraedrom i svojom karakterističnom invarijantom, odnosno svojim 
glavnim tetraedrom i jednom svojom zrakom, t. j. pravcem, koji ne 
siječe nijedan brid glavnog tetraedra. Sve zrake takva kompleksa, koje 
prolaze jednom točkom prostora, čine stožac 2. stupnja; na površini 
kojega se nalaze sva četiri vrha glavnog tetraedra, a sve zrake tog kom- 
pleksa, koje leže u jednoj ravnini, omataju krivulju 2. stupnja, koja 
dira sve četiri pobočne ravnine glavnog tetraedra [3]. Svi pravci vrhova 
i ravnina pobočaka glavnog tetraedra jesu zrake njegova tetraedralnog 
kompleksa. Budući da u prostoru ima oo* pravaca, a u svakom kom- 
pleksu jednog glavnog tetraedra ima ih oo3, to sve pravce prostora mo- 
žemo smjestiti u oo! REygovih tetraedralnih kompleksa jednog glavnog 
tetraedra. Takvih oo! kvadratnih REygovih tetraedralnih kompleksa 
jednog zajedničkog glavnog tetraedra čine pramen takvih kompleksa, 
kojega osobine ćemo istražiti u ovoj radnji. Osim toga ćemo između 
dva, tri i četiri takva pramena REygovih*tetraedralnih kompleksa uspo- 
staviti projektivan odnos i odrediti njihove proizvode. a. * 

1. Neke zadaće u vezi s dva i tri Reygova tetraedralna kompleksa. 
Zadamo li dva ReyEova tetraedralna kompleksa s dva različita glavna 
tetraedra, postoji u prostoru 00% pravaca, koji će biti zrake tog jednog 

.i drugog kompleksa. Sve te zrake čine kongruenciju, koja je proizvod 
tih dvaju kompleksa. Budući da se stošci 2. stupnja zraka tih dvaju 
kompleksa svake točke prostora prodiru u četiri izvodnice, a envelope 
2. stupnja zraka tih dvaju kompleksa u svakoj ravnini prostora imaju 
četiri zajedničke tangente, bit će zajednička kongruencija tih dvaju 
kompleksa kongruencija 4. reda i 4. razreda. 

Znamo, da je svaki ReyEov tetraedralni kompleks zadan svojim 
glavnim tetraedrom i jednom svojom zrakom [4]. Na temelju poznatih 
osobina ReyEovih tetraedralnih kompleksa i malo prije spomenutog 
možemo napisati ovo: Zadajmo dva tetraedra, kod kojih nijedan vrh 
jednoga ne leži ni u jednoj pobočnoj ravnini drugoga i nijedan brid 
jednoga ne siječe nijedan brid drugoga. Njihove vrhove označimo S 
A,, By, Ga; Dii Aa, Be, Ce, Da, a njima nasuprotne pobočne ravnine 
Sa, Bi, Vis Budi a2, Be, Ya, Če. Neki pravac neka probada ravnine ti 


f “ . 1 
pobočaka u točkama A,l, Bi!, C,t, D,', odnosno A»', Bs', Cy, Dg. 
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pri ža Paoa o de uje tih pobočaka probadaju u točkama 
1> Di, Qg", (0,7, odnosno Ap", B,", CG", D, tak ' ijedi 
ArBoCoDo) = (dsBe ČE DI) (4fBo Ćr Dj Ad Bs OS Do) 
čine kongruenciju 4. reda i 4. razreda. Označimo li ravnine postavljene 
zadanim pravcem i vrhovima A,, B,, G,, D, sa al, Bil, pl, dit, a 
pie postavljene tim pravcem i vrhovima A,, B,, C,,D, sa ad 3 8. 1 
/2*, e', ravnine pak postavljene zrakama spomenute kongruencije i 
tim vrhovima označimo s 4,7, By", y1", O", odnosno a", B37, yo", Be" 
tada će za sve zrake naprijed spomenute kongruencije vrijediti 
(4,7 817717019) = (a1 Bt y8,) = (A'B7CSD/) = (Ar"BrCy7"D,)i 
(a»" A," Va" 8") = (a felyxld,)) = (ASBIC D,'). Vekić: 
. sa je ak ive, a. jim su uz oba glavna tetraedra za- 
na oba REyEova tetraedralna kompleksa, može postojati i tako. 

bude (Ar Bil C4D,t) = (A1B2CD,). Malo si a opdkot pade 
moguće je prema tome napisati i u ovom obliku: Švi pravci prostora 
koji dvije grupe od po četiri ravnine 44, Bi, X, Ba, 10, Bo, 92, 8 / 
probadaju u istoimenim četvorkama točaka A,", B,", Cr, Dy" KA . 
Bo", Gy, D," tako, da njihovi dvoomjeri imaju uvijek istu zadanu 
vrijednost, t. j. (A"B"G"Dy) = (ABC) D;") = konst., čine kon- 
gruenciju 4. reda i 4. razreda. Ili ovako: Svi pravci prostora, ako uopće 
postoje, kojima ravnine, koje prolaze točkama A,, B,, C,, D, 1A,,B,, 
CG», D, dviju grupa od po četiri točke tako; da one čine četvorke rav- 
nina a", Bu, 1", Pia", Bo", y2", 82" kojima istoimeni dvoomjeri 
imaju uvijek istu zadanu vrijednost, t. j. (a," A7 y,7 8,7) = (ag? Bo" y27 Og") 


. — konst., jesu zrake kongruencije 4. reda i 4. razreda. Na temelju naših 


dosadašnjih opisa očito izlazi, da taj prvi i drugi stavak vrijedi za istu 


= kongruenciju. 


Dva REygova tetraedralna kompleksa sa zajedničkim glavnim tetra- 
edrom, ako nisu identični, imaju zajedničku kongruenciju, koja se ra- 
spada u četiri snopa pravaca vrhova zajedničkog glavnog tetraedra i 
četiri polja pravaca u ravninama pobočaka tog tetraedra. 

.Zadamo li s tri glavna tetraedra i jednom po volji odabranom zrakom 
tri REyEova tetraedralna kompleksa, tada će analogni proizvod onome 
od malo prije tih triju kompleksa biti pravčasta ploha 16. stepena, bu- 
dući da zajedničke zrake triju kompleksa n-tog stepena, čine pravčastu 
plohu 2- n'-tog stepena, ako oni ne sadržavaju jednu zajedničku 
kongruenciju n*-tog reda i razreda. Kako naša tri kompleksa nemaju 
zajedničku kongruenciju 4. reda i razreda, možemo napisati i ovaj 
stavak: Svi pravci prostora, koji pobočne ravnine a,, Bi, #1, Bu te a, 


4 ho, Ya, Bo 1 4%, Be, Ya, Og triju tetraedara A B, CG, D,, A» B, Go D, 1 


Aa CG; D, probadaju u istoimenim četvorkama točaka A,", B,", Cr, 
1 odnosno A,", B,", G»", D," odnosno Ay", By", Cy", D, tako, da 
M onjeri tih: četvorki imaju uvijek neku istu zadanu vrijednost, t. j. 
MA" B, C,"D,") = (ArBy"Cy"Dy) = (ArByCy"D,") = konst., čine 
neku pravčastu plohu 16. stupnja. Na temelju opisanih osobina REyE- 
Ovih tetraedralnih kompleksa očito je i ovdje, da istoimene četvorke 
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ravnina položenih pravcima (izvodnicama) te plohe i nasuprotnim isto- 
imenim vrhovima tih triju tetraedara, čine dvoomjere, kojima je vri- 
jednost jednaka naprijed spomenutoj konstanti. ' 

Budući da svakim vrhom jednog glavnog tetraedra prolazi stožac 
zraka 2. stupnja drugog i trećeg tetraedralnog kompleksa, koji se pro- 
diru u četiri zrake koje su zrake i prvog tetraedralnog kompleksa, to 
očito izlazi, da su vrhovi svih triju glavnih tetraedara četverostruke 
točke naprijed spomenute pravčaste plohe 16. stupnja. U našim ra- 
matranjima ne bi se dakako ništa izmijenilo, kada bi tri u početku 
spomenuta jednaka dvoomjera istoimenih četvorki probodišta zadanog 
pravca s pobočkama zadanih tetraedara imala različite vrijednosti, koje 
bi za sve izvodnice naše pravčaste plohe 16. stupnja za svaki tetraedar 
ostale iste. Za zadana tri tetraedra pretpostavlja se, da nijedan vrb 
jednoga ne leži u pobočkama drugih dvaju, da nijedan brid jednoga 
ne siječe bridove drugih dvaju i da po tri vrha ne leže na jednom 
pravcu, kao ni da tri pobočne ravnine ne sadržavaju jedan pravac. 

2. Pramen REyEovih tetraedralnih kompleksa jednog zajedničkog 
glavnog tetraedra. Spomenuli smo, da je REYEov tetraedralni kompleks 
2. stupnja, kao i to, da su pravci svih četiriju vrhova njegova glavnog 
tetraedra njegove zrake. Odatle izlazi, da stožac 2. stupnja zraka tog 
kompleksa, koje prolaze svakom točkom prostora, sadržava i sve četiri 
spojnice svake ove točke s vrhovima glavnog tetraedra. Zadajmo REyEov 
tetraedralni kompleks njegovim glavnim tetraedrom ABCD i jednom 
zrakom l,, koja neka ravnine pobočaka ABG, BCD, CDA i DAB pro- 
bada u točkama D, , A,, B, i C,. O REyEovu tetraedralnom kompleksu 
poznato je i to, da su zrake pramenova zraka (A,), (B.), (C,), (D,) u 
ravninama (l, A), (4, B), (1, C), (LL D), kojima su vrhovi probodišta A, , 
B,, Ci, D,, zrake tog kompleksa [5]. Spojimo li prema tome bilo koju 
točku V pravca l, s vrhovima A, B, C, D, tad je tim pravcem i s tim 
spojnicama određen stožac 2. stupnja zraka tog tetraedralnog kompleksa, 
koje prolaze točkom V. Spojnica VD neka probada ravninu pobočke 
ABC u točki D". SI. 1. Stožac zraka našeg tetraedralnog kompleksa, koje 
prolaze točkom V, sjeći će ravninu pobočke ABC u čunjosječnici k,, 
koja će biti određena točkama A,B,C,D"D,. Svakom zrakom ovog 
o stošca zadan je isti Rzygov tetraedralni kompleks glavnog tetraedra 
ABCD. Postavimo li točkom V neki novi pravac l,, koji nije izvodnica 
spomenutog stošca, a koji probada ravninu pobočke ABG u točki D., 
bit će tim pravcem određen novi REyYEov tetraedralni kompleks istog 
glavnog tetraedra ABGD, kojega će stožac zraka vrha V sjeći ravninu 
pobočke ABC u novoj čunjosječnici &,, koja bi bila određena točkama 
A,B,C,D",D,. Svakom zrakom (izvodnicom) ovog stošca bit će od- 
ređen opet taj isti novi REyEov tetraedralni kompleks glavnog tetraedra 
ABCD. Sve pravce točke V možemo prema tome svrstati u oo! stožaca 
2. stupnja, kojima su spojnice VA, VB, VC, VD =VD? zajedničke izvod- 
nice, dakle oni čine pramen stožaca 2, stupnja sa zajedničkim vrhom. 
Budući da to vrijedi za svaku točku prostora, vidimo, da sve pravce 
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prostora možemo svrstati u oo! REyEovih tetraedralnih kompleksa jednog 
zajedničkog glavnog tetraedra tako, da stošci 2. stupnja zraka tih kom- 
bleksa u svakoj točki prostora čine pramen takvih stožaca, koji je od- 
ređen spojnicama svake te točke s vrhovima zajedničkog glavnog tetra- 
edra kao njegovim temeljnim izvodnicama. 

Znamo, da su svi pravci u ravninama pobočaka jednog glavnog tetra- 
edra zrake svih Reygovih tetraedralnih kompleksa tog glavnog tetraedra 
kao i to, da zrake Reykova tetraedralnog kompleksa u svakoj ravnini 
prostora omataju krivulju 2. stupnja. Svaki pravac u nekoj ravnini pro- 
stora određuje dakle sa četiri njene presječnice s ravninama pobočaka 
glavnog tetraedra krivulju 2. stupnja, kojoj su sve njene tangente zrake 
istog REyEova tetraedralnog kompleksa određenog onom prvom zrakom. 


Sl. 1. — Abb. 1, 


Pravaca u ravnini ima 0o?, pa ih prema tome možemo rasporediti u oo! 
Skupina po oo! pravaca, od kojih svaka skupina omata jednu krivulju 
2 Stupnja, a sve te krivulje imaju opisane četiri presječnice kao zajed- 
Ničke tangente. Vidimo dakle, da zrake oo1 REyEovih tetraedralnih Kom- 
Pleksa jednog zajedničkog glavnog tetraedra omataju u svakoj ravnini 
Prostora krivulje 2. stupnja jednog pramena takvih krivulja, koji je 
određen sa četiri temeljne tangente. 

3. Prva osobina pramena RE*ovih tetraedralnih kompleksa jednog 
glavnog tetraedra. Prije razmatranja nagoviještene osobine opisanog 
Pramena tetraedralnih kompleksa, sjetit ćemo se nekih poznatih osobina 
Pramena krivulja 2. stupnja. Znamo, da pramen krivulja“ 2. stupnja 
“ine sve takve krivulje u jednoj ravnini, koje prolaze četirma njenim 
točkama, a od kojih po dvije mogu biti i konjugirano imaginarne. Te 
Se točke zovu temeljne točke tog pramena krivul ja 2. stupnja. Svi pravci 
Mine pramena krivulja 2. stupnja, koji prolaze bilo kojom temeljnom 
Očkom tog pramena, sijeku taj pramen u projektivno pridruženim ni- 
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ovi kod kojih parovi pridruženih točaka leže uvijek na istim kri- 
a on [6]. Iz še dlojeskco izlazi ovo: Ako jedan pravac mao oma 
točke nekog pramena krivulja 2. stupnja siječe četiri krivu je md ra 
mena u harmonijskoj četvorci točaka, onda svi pravci te i ostali prija 
temeljnih točaka sijeku te četiri krivulje u harmonijskim i ama 
točaka. Lako je dokazati, da tangente tih četiniju krivulja u ema 
točkama pramena čine harmonijsku četvorku pravaca. Takve g od 
vulje nekog pramena krivulja 2. stupnja čine, kao što je poznato, har- 
ijsku četvorku krivulja tog pramena. , 

e se sada inski tetraedralnih kompleksa našeg ih 
glavnog tetraedra ABCD, Budući da sve zrake pramena <. a K 21) 
vrha D, u ravnini (D, VD") pripadaju REyEovu tetraedralnom komple! > 
glavnog tetraedra ABCD,koji je određen zrakom MR prolazit će . zraka 
tog kompleksa svih vrhova V, na pravcu VD istom krivuljom 2. ei veni a 
u ravnini pobočke ABG, i to onom, koja je određena točkama Kore 
D", D,. SL. 1. Razumije sć, da će posve analogno i stošci m a og 
kompleksa, kojima se vrhovi nalaze na spojnicama VA, VB : a, o. : 
u ravninama pobočaka BCD, ACD i ABD zajedničke egigi jer < 

namjesto osnovke ABG i njena nasuprotnog vrha D mogli oda a ? : o 
koju od preostale tri s njenim nasuprotnim vrhom. .. se a ođer 
lako razabira, da je svaki REyEov tetraedralni kompleks s. en a o 
tetraedrom, jednim pravcem jednog vrha tog tetraedra i jednom točkom 
u ravnini nasuprotne pobočke tom vrhu. e . 

U ravnini pobočke ABG našeg glavnog tetraedra Pesara me 
jednu hanmonijsku četvorku krivulja unutar pratene takvih rivu ja, 
kojemu su A,B,G,D" temeljne točke. Spojnica DD, "ge see 2 
harmonijsku četvorku krivulja recimo u točkama D,, Ko : Sa M : 
koje će vrijediti, kao što znamo, (D, D, D, D,) pa jr ma 2 Š: 
četiri krivulje osnovkama stožaca, kojima je točka V zaje si ko 
tada su izvodnice svakog tog stošca zrake jednog REYEgova ... ni 8 
kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Ta su četiri u odi aa 
kao što smo u početku spomenuli, glavnim tetraedrom ABCD i E 
cama VD,, VD,, VD,, VD, kao njihovim zrakama, a spomenuta S 
stošca čine, kao što znamo, harmonijsku četvorku stožaca 2. kai c4 
Na temelju malo prije spomenutih osobina pramena krivulja Za pj 
sjeći će svaka ravnina zajedničkih izvodnica VA, VB, VG, i : . 
monijske četvorke stožaca tu četvorku u harmonijskoj mese ti ća 
vrha V. Uzmemo li sada u obzir ono, što smo kazali za sve toč : a 
spojnici VD, kao i na spojnicama VA, VB i VC, dobivamo na re da 
dosadašnjih razmatranja, kao i spomenutih vsobina omeo mea 
2. stupnja, ovo: Ako stošci zraka četiriju REYEovih imo n oni 
pleksa glavnog tetraedra ABCD, koje prolaze jednom toč kom A B a8 
stora, čine harmonijsku četvorku stožaca, onda takve Kon aji aka? 
vorke stožaca 2. stupnja čine i sve one zrake tih četiriju a VB 
tetraedralnih kompleksa, koje prolaze svim točkama spojnica , Vb, 
VCiVD. 
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Spomenuli smo, da harmonijsku četvorku krivulja 2. stupnja, unutar 
jednog pramena takvih krivulja, siječe svaki pravac svake temeljne 
točke tog pramena u harmonijskoj četvorci točaka. Odatle očito izlazi, 
da će harmonijska četvorka krivulja 2. stupnja biti određena sa svoje 
četiri temeljne točke i jednom harmonijskom četvorkom točaka na bilo 
kojem pravcu bilo koje temeljne točke. Malo prije smo kazali, da su 
spojnicama VD, =1,,VD,=1,, VD, = 14 i VD, = 1, određena četiri 
REypova tetraedralna kompleksa zajedničkog glavnog tetraedra ABCD, 
kojih stošci zraka u svim točkama spojnice VD, kao i spojnica VA, 
VB i VC, čine harmonijske četvorke stožaca 2. stupnja. Budući da zrake 
pramenova zraka vrhova D,, D,, D,, D, u ravnini (11D) pripadaju 
kao zrake onim ReyEovim tetraedralnim kompleksima glavnog tetraedra 
ABCD, koji su određeni tim vrhovima i spojnicom VD, to će spojnice 
bilo koje točke Vi u ravnini (1,D) s vrhovima D,, D,, D,, D, odre- 
đivati ta ista četiri Rygova tetraedralna kompleksa tog glavnog te- 
traedra, Radi (D,D,D,D,) = —1 činit će i spojnice te četvorke točaka 
s točkama Vi u ravnini (1, D) harmonijske četvorke izvodnica onih har- 
monijskih četvorki stožaca 2. stupnja, koji su određeni s tom harmo- 
nijskom četvorkom izvodnica i spojnica V'A, ViB, ViC, ViD kao te- 
meljnim izvodnicama. Očito je, da to isto vrijedi i za sve točke Vi u 


ravninama (l, A), (1, B), (l, C), jer smo namjesto spojnice VD i pobočke 


ABC mogli odabrati spojnice VA, VB, VC i njima nasuprotne pobočke 
BCD, ACD, ABD, a kao što znamo, sve ravnine tih spojnica sijeku 
našu harmonijsku četvorku stožaca vrhova Vi u harmoni jskim četvorkama 


 izvodnica. Izlazi dakle: Ako stošci zraka četiriju Reygovih tetraedralnih 


kompleksa čine harmonijsku četvorku stožaca 2. stupnja u jednoj točki 
ravnine (4 D), onda takvi stošci tih četiriju tetraedralnih kompleksa 
čine harmonijske četvorke takvih stožaca u svim točkama ravnina (/, D) 
(A), (4B) i (4,C). | 

Spomenuli smo već, da svaki pravac 7 točke D" u ravnini ABG siječe 
harmonijsku četvorku krivulja 2. stupnja, određenih temeljnim točkama 


? 


 A,B,C,Do i harmonijskom četvorkom točaka (D,D,D,D,) = —1, u 
 harmonijskoj četvorci sjecišta. Ta harmonijska četvorka sjecišta svakog 


Pravca 7 spojena s točkom V daje harmonijsku četvorku pravaca te 


točke, kojom su određena ona četiri ista RzyEova tetraedralna kom- / 


Pleksa glavnog tetraedra ABCD od malo prije. Uzmemo li i ovdje te 
barmonijske četvorke s jecišta kao vrhove pramenova zraka u ravninama 
(nD), onda će sve zrake i tog svakog pramena biti zrake onog REeyEova 
tetraedralnog kompleksa glavnog tetraedra ABCD, koji je na prije 
Opisani način pridružen vrhu tog pramena. Što je prema tome vrijedilo 
Za svestočke V' u ravnini (l, D), to će vrijediti i za sve točke Vi u svim 
ravninama (2D). Odnosno, ako stošci 2. stupnja zraka četiriju REyEovih > 
tetraedralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD, koje prolaze jednom 
točkom V, čine harmonijsku četvorku takvih stožaca, onda stošci zraka 
tih četiriju Rzyrovih tetraedralnih kompleksa za svaki zajednički vrh 
u ravninama (nD) čine harmonijske četvorke stožaca 2. stupnja. Budući 
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da svaka točka prostora leži u ravnini jednog pravca 2 i točke D, to 
vidimo, da za četiri REyEova tetraedralna kompleksa jednog zajedničkog 
glavnog tetraedra možemo napisati ovaj stavak: 

Ako zrake četiriju REygovih tetraedralnih kompleksa jednog zajed- 
ničkog glavnog tetraedra, koje prolaze jednom točkom prostora, čine 
harmonijsku četvorku stožaca 2. stupnja, onda takve harmomijske če- 
tvorke stožaca 2. stupnja čine zrake tih četiriju REyEovih tetraedralnih 
kompleksa u svakoj točki prostora. as 

Mi ćemo odsada reći, da takva četiri REvEova tetraedralna kompleksa 
jednog zajedničkog glavnog tetraedra čine harmonijsku četvorku takvih 
kompleksa. Očito je, da to, što vrijedi za harmonijsku četvorku REyEovih 
tetraedralnih kompleksa, vrijedi za svaku drugu četvorku takvih kom- 
pleksa, bez obzira na vrijednost njenih dvoomjera. ' 

4. Druga osobina pramena tetraedralnih kompleksa jednog glavnog 
tetraedra. Preslikamo li korelativno pramen krivulja 2. stupnja zadan 
sa četiri temeljne točke, dobit ćemo pramen krivulja 2. stupnja zadan 
sa četiri temeljne tangente. Na temelju činjenice, da su korelativno 
pridruženi nizovi točaka i pramenovi pravaca, kao i obrnuto, pridruženi 
projektivno, izlazi, da će harmonijskoj četvorci krivulja 2. stupnja u 
pramenu takvih krivulja određenom sa četiri temeljne točke, biti u ko- 
relativno pridruženom pramenu krivulja 2. stupnja pridružene takve 
četiri krivulje 2. stupnja, koje će temeljne tangente tog pramena dirati 
u harmonijskoj četvorci točaka. Poznato je također, da iz svake točke 
temeljne tangente povučene tangente na takve četiri krivulje čine uvijek 
harmonijsku četvorku pravaca. Takve četiri krivulje u takvu pramenu 
krivulje 2. stupnja, čine također harmonijsku četvorku krivulja 2. 
stupnja. "o 

Žadamo li dva projektivno pridružena pramena pravaca (A) A\ (D), 
koji ne leže u istoj ravnini, tad znamo, da transverzale parova pridru- 
ženih zraka tih dvaju pramenova čine REYEov tetraedralni kompleks [7]. 
Neka se ravnine a, B takvih dvaju projektivno pridruženih pramenova 
pravaca sijeku u pravcu m. Sl. 2. Pramenovi pravaca (A), (D) sijeku 
pravac m u dva kolokalna projektivna niza, kojima neka su točke B, 
dvostruke točke. Poznato je, da su točke A,B,GC,D vrhovi glavnog te- 
traedra spomenutog REyEova tetraedralnog kompleksa. Zadamo li na 
pravcu m točke B,C po volji, bit će u projektivno pridruženim prame- 


novima (A) A (D) zrakama AB, AC prvog pramena pridružene zrake 
DB, DC drugog pramena, dakle je dovoljno u tim pramenovima zadati 
još jedan par pridruženih zraka, da projektivan odnos bude uspostavljen. 
Neka su to zraka au pramenu (A) i zraka a, u pramenu (D). Pridružimo 
li sada zraci a pramena (A) neku novu zraku 4, pramena (D), bit će uz 
* iste točke B, C uspostavljen novi projektivan odnos pramenova (A), (D), 
kojim će biti određen i novi Reyrov tetraedralni kompleks istog glavnog 
tetraedra ABCD. Svi takvi dobiveni Rzygovi tetraedralni kompleksi, 
njih oo!, čine naš već poznati pramen tetraedralnih kompleksa glavnog 


tetraedra ABCD. 
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Jedna po volji odabrana ravnina o neka siječe ravninu a pramena 
(A) u pravcu 7%, a ravninu B pramena (D) u pravcu r7,. Spojnica s sje- 
cišta 1 pravaca 7,, a i sjecišta U pravaca r,, a, jest zraka REykova 
tetraedralnog kompleksa glavnog tetraedra ABCD, određenog na opi- 
sani način parom zraka 4,4,, budući da je ona transverzala tih zraka 
Sve zrake tog REygova tetraedralnog kompleksa, koje leže u ravnini 
o omataju, kao što je poznato, krivulju 2. stupnja. Ta je krivulja odre- 
đena tangentama Ti, 72, 5, b, c, gdje su pravci b, c pres ječnice ravnine o 
s ravninama pobočaka AGD i ABD. Odaberimo sada na zraci s po volji 
neku točku V. Spojnica te točke s vrhom A probadat će ravninu a a 
točki AY, koja će ležati na spojnici k točke U sa sjecištem pravaca m, a. 


Sl. 2. — Abb, 2. 


Zrake REygova tetraedralnog kompleksa, određenog glavnim tetraedrom 
ABCD i panom pridruženih zraka a, 4, na opisani način, koje prolaze 
točkom V, čine stožac 2. stupnja, koji ravninu f siječe u krivulji 2. 
stupnja, određenoj točkama A? B, C, D, U. U ravnini (VE) točke V 
1 pravca &, u kojoj se nalazi i zraka a pramena (A), povucimo točkom 

po volji pravac s,. Ovim pravcem s, i glavnim tetraedrom ABCD 
određen je novi REYEov tetraedralni kompleks ovog glavnog tetraedra, 
kojega će zrake, koje prolaze točkom V, činiti novi stožac 2. stupnja, 
koji će ravninu / sjeći u novoj krivulji 2. stupnja. Ta će krivulja biti 
određena točkama B, C, D, A%, U,, gdje je U, probodište zrake s, s 
ravninom f. Spojimo sada točku U, s vrhom D i neka ta spojnica 4, 
bude zraka pramena (D). Odredimo li projektivan odnos pramenova 
(A), (D) uz iste točke B, Ć tako, da zrake a, &, čine uz AB-DB i AC-DG 
Pridružen par, tad će tim novim projektivnim odnosom pramenova (A), 
(D) biti određen upravo ona j novi REygov tetraedralni kompleks glavnog 
tetraedra ABCD, koji je određen i zrakom Si. Spojimo li pravcem t 
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točku T sa sjecištem AR, zrake &, i pravca 7, bit će taj pravac £ zraka 
tog novog REygova tetraedralnog kompleksa u ravnini o, budući da je 
on transverzala zraka a, &,, koja leži u ravnini o. Krivulja 2. stupnja, 
koju omataju zrake tog novog Rzygova tetraedralnog kompleksa u rav- 
nini o, bit će određena tangentama r,, 12, b, cit. 

Zamislimo sada u ravnini (V&) točkom V povučene četiri zrake s,, s,, 
Ss, Sa tako, da bude (5, 52 5, 54) = —1. Sjecišta U, » U,, U,, U, tih zraka 
s pravcem & daju harmonijsku četvorku točaka U,, U, : U, 3 » U, 
koja spojena s vrhom D daje harmonijsku četvorku zraka đ&,đ,đ3, a 
pramena (D). Ta harmonijska četvorka zraka siječe pravac rp u harmo- 
nijskoj četvorci točaka R,, R», Ry, R,, koja spojena s točkom 7 daje 
harmonijsku četvorku pravaca t,, te, tg, ty u ravnini o, gdje su pravci 
t, ta, tz, ta zrake onih četiriju REYyEovih tetraedralnih kompleksa glavnog 
tetraedra ABGCD, koji su određeni zrakama 5,, 5, Sg 1 4. Na temelju 
naših prijašnjih razmatranja znamo, da je harmonijskom četvorkom 
pravaca sy, 52, 53, Sa određena harmonijska četvorka REygovih tetra- 
edralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD, budući da ravnina te če- 
tvorke pravaca prolazi vrhom A. Malo prije smo vidjeli, da zrake te 
harmonijske četvorke REygovih tetraedralnih kompleksa, koje leže u 
ravnini o i prolaze točkom T na pravcu 7,, čine harmonijsku četvorku 
pravaca ty, tx, tg, ta. Budući da zrake REygovih tetraedralnih kompleksa 
glavnog tetraedra ABCD omataju u ravnini o pramen krivulja 2. stupnja, 
određen temeljnim tangentama 7,, 72, b, c, to će radi (čit tg la) = —i4 
a na temelju razmatranja na početku ove točke 4, one četiri krivulje 
2. stupnja, koje u ravnini o omataju zrake onih Reygovih tetraedralnih 
kompleksa glavnog tetraedra ABCD, koji su određeni zrakama s,, 5», 
5, Sa, činiti također harmonijsku četvorku. Odnosno dobivamo ovo: 

Zrake svake harmonijske četvorke REyEovih tetraedralnih kompleksa 
«jednog glavnog tetraedra, koje prolaze bilo kojom točkom prostora, čine 
harmonijsku četvorku stožaca 2. stupnja, kojoj temeljne izvodnice pro- 
laze vrhovima glavnog tetraedra. Zrake te harmonijske četvorke tetra- 
edralnih kompleksa omataju u svakoj ravnini prostora harmonijsku 
četvorku krivulja 2. stupnja sa četiri zajedničke temeljne tangente, koje 
leže u pobočnim ravninama glavnog tetraedra. 

Očito je, da isto to vrijedi za svaku drugu četvorku REyEovih tetra- 
edralnih kompleksa unutar pramena takvih kompleksa jednog glavnog 
tetraedra, a ne samo za harmonijske četvorke. Opisani dvoomjer stožaca 
zraka takvih četiriju REygovih tetraedralnih kompleksa u svakoj točki 
prostora, kojega vrijednost je jednaka vrijednosti pridruženog s 
omjera četiriju pridruženih krivulja 2. stupnja, omotanih od zraka ti 
istih tetraedralnih kompleksa u svakoj ravnini prostora, zvat ćemo dvo- 
omjerom tih četiriju Ruyrovih tetraedralnih kompleksa u tom pramenu. 

5. Projektivan odnos dvaju i više pramenova REyEovih tetraedralnih 
kompleksa. U prošloj točki 4 izveli smo, da stošci 2. stupnja zraka će 
tiriju REYEovih tetraedralnih kompleksa jednog zajedničkog glavnog 
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tetraedra u svim točkama prostora čine takve četvorke tih stožaca, ko- 
jima istoimene četvorke imaju istu vrijednost dvoomjera. Pod istoime- 


nim dvoomjerima četvorki stožaca u svim točkama prostora razumije- 


vaju se i ovdje takvi dvoomjeri, gdje na istom mjestu takvih dvoomjera 


stoje uvijek stošci istog Reygova tetraedralnog kompleksa. Analogno 


tome vrijedi i za četvorku krivulja 2. stupnja, koje omataju zrake malo 


prije spomenute četvorke tetraedralnih kompleksa, u svakoj ravnini pro- 


stora. Istoimeni dvoomjeri takvih četiriju stožaca svake točke prostora 
i njima pridruženi dvoomjeri pridruženih četiriju krivulja 2. stupnja u 
svakoj ravnini prostora, imaju uvijek, kao što smo vidjeli, jednake 
vrijednosti. : 

Zadajmo pomoću dva glavna tetraedra na opisani način dva pramena 
REykovih tetraedralnih kompleksa. Trima kompleksima u prvom pra- 


menu pridružimo recipročno jednoznačno tri kompleksa u drugom pra- ' 


menu. Na taj smo način trima stošcima 2. stupnja zraka prvih triju 
tetraedralnih kompleksa u prvom pramenu u svakoj točki prostora pri- 
družili recipročno jednoznačno tri takva stošca zraka pridruženih triju 
tetraedralnih kompleksa u drugom pramenu, gdje će prva trojka tih 
stožaca imati četiri zajedničke izvodnice; ko je prolaze vrhovima glavnog 
tetraedra prvog pramena kompleksa, a druga trojka stožaca svoje četiri 


zajedničke izvodnice, koje prolaze vrhovima glavnog tetraedra drugog 


pramena kompleksa. Trima krivuljama 2. stepena u svakoj ravnini 
prostora, koje omataju zrake odabranih triju kompleksa u prvom pra- 
menu, bit će recipročno jednoznačno pridružene tri takve krivulje u toj 
ravnini, koje omataju zrake pridruženih triju kompleksa u drugom pra- 
menu. Prva trojka tih krivulja 2. stupnja ima svoje četiri zajedničke 
tangente, a druga trojka takvih krivulja ima svoje četiri zajedničke 


tangente, koje su u prvom slučaju presječnice s ravninama pobočaka 


glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih kompleksa, a u drugom 
slučaju presječnice s ravninama pobočaka glavnog tetraedra drugog 


takva pramena kompleksa. Zadamo li sada u prvom pramenu kompleksa 


PO volji neki četvrti REygov tetraedralni kompleks, činit će stošci zraka 
tog kompleksa u svim točkama prostora sa stošcima zraka prvih triju 


kompleksa prvog pramena u svim tim točkama četvorke stožaca 2. 
stupnja, kojih će istoimene četvorke imati jednake vrijednosti dvo- 
omjera. Postavimo li sada u jednoj točki prostora zajedničkim izvod- 


nicama trojke stožaca zraka zadanih triju kompleksa drugog pramena 


takav stožac, koji će s prva tri činiti četvorku, kojoj će vrijednost dvo- 


omjera biti jednaka vrijednosti pridruženog dvoomjera četiriju stožaca 


zraka u točkama prostora prve četvorke tetraedralnih kompleksa unutar 


Prvog pramena, bit će tim stošcem zraka zadan novi tetraedralni kom- 
Pleks drugog pramenaj koji će s prva tri tetraedralna kompleksa drugog 
Pramena činiti četvorku tetraedralnih kompleksa u tom pramenu, kojoj 
će pridruženi dvoomjer dvoomjeru u prvom pramenu imati jednaku 
vrijednost. Pridruženi dvoomjer četvorki stožaca zraka tih četiniju te- 
traedralnih kompleksa drugog pramena imat će, kao što znamo, tu istu 
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ijedn svim točkama prostora. Pošto smo prvoj trojci REYEovih 
ea oba kompleksa u pramenu takvih kompleksa prvog Sime 
tetraedra zadali po volji jednu recipročno jednoznačno prida . rojku 
REyEovih tetraedralnih kompleksa u pramenu takvih komp el a rugog 
. glavnog tetraedra, bit će na opisani način svakoj četvorci rk kam. 
tetraedralnih kompleksa u pramenu prvog glavnog au e 
četvorka takvih kompleksa u:pramenu drugog glavnog oi“ ra, jna 
će pridruženi dvoomjeri imati uvijek jednake vrijednosti. . ogiji 
s projektivno pridruženim nizovima točaka is aa eon pridruženim 
pramenovima pravaca i ravnina, nazvat ćemo takva Iva pramena 
REyEovih tetraedralnih kompleksa projektivno pridruženim prameno- 
vima tetraedralnih kompleksa. . . 

6. Neki proizvodi projektivno pridruženih pramenova tetrae, ia A 
kompleksa. a) Vidjeli smo u toč. 5, da kod dvaju projek pri pr 
ženih pramenova tetraedralnih kompleksa stošci njihovih zral X. oj 
točki prostora čine dva projektivno pridružena a rigjetdn root 2. 
stupnja sa zajedničkim yrhom, a krivulje 2. stupnja, | oje ia aju 
zrake tetraedralnih kompleksa tih dvaju projektivno is je pra 
menova, čine u svakoj ravnini prostora dva pramena krivulja 2. s ok 
od kojih je svaki, kao što znamo, određen sa četiri temeljne ua 
Parovi pridruženih stožaca u svakoj točki prostora dida u se u če m 
izvodnice, a proizvod takvih dvaju projektivno pridruženi oo 
stožaca 2. stupnja u svakoj točki prostora bit će stožac 4. rel x! un , 
da je i proizvod dvaju projektivno pridruženih pramenova krivulj 
2. stupnja u jednoj ravnini krivulja 4. reda. Sa . : ' 

Svaki pramen krivulja 2. stupnja zadan sa četiri temeljne sai: izo i 
možemo smatrati ino edgoaia po rana ora ed mil arko 

og sa četiri temeljne točke. Odavle iz azi, da i- projektivn: 

ara ko i deni. jednog, odnosno dva ju proj zomi onom 
pramenova krivulja 2. stupnja, zadanih sa četiri teme jne : . ha 
žemo dualno prenijeti na jedan takav pramen, odnosno oz ' ta .. 
projektivno pridružena pramena, zadana sa četiri teme le i ; i 
Iz toga dalje izlazi, da će zajedničke tangente parova Perje 
vulja 2. stupnja u dva projektivno pridružena pramena ta na kika 
u jednoj ravnini, zadanih svaki sa četiri temeljne tangente, 
krivulju 4. razreda. i En 

Budući da zrake REyEovih tetraedralnih kompleksa dvaju pi 
pridruženih pramenova takvih kompleksa omataju u svakoj aa 
prostora krivulje dvaju projektivno pridruženih pramenova iam 
2. stupnja, kojima su presječnice tih ravnina s ravninama po S 
glavnih tetraedara tih dvaju pramenova temeljne tangente, rapa 
zajedničke tangente parova pridruženih krivulja ai». 2 ada 
pramenova u svakoj ravnini prostora krivulju 4. razreda. Izlazi p 
tome ovo: 
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Proizvod dvaju projektivno pridruženih pramenova tetraedralnih 
kompleksa jest pravčasti kompleks 4. stepena. 
= Budući da su svi pravci vrhova svakog glavnog tetraedra i svi pravci 
pobočnih ravnina tih glavnih tetraedara zrake svih Reygovih tetra- 
edralnih kompleksa u pramenu takvih kompleksa svakog tog glavnog 
tetraedra, to su i svih 16 spojnica vrhova dvaju glavnih tetraedara i 
svih 16 presječnica pobočnih ravnina tih dvaju tetraedara zrake kom- 
opleksa 4. stupnja, proizvedenog po projektivno pridruženim prameno- 
vima tetraedralnih kompleksa tih dvaju glavnih tetraedara, Kod opisanih 
- projektivno pridruženih pramenova tetraedralnih kompleksa pretpo- 
stavlja se, da nijedan brid glavnog tetraedra jednog od tih pramenova 
. kompleksa ne siječe nijedan brid drugog glavnog tetraedra, kao i da 
nijedan vrh jednog glavnog tetraedra ne leži ni u jednoj pobočnoj 
ravnini drugog glavnog tetraedra, jer bi u takvim slučajevima nastupile 
neke degeneracije. 
pomenuli smo, da su spojnice svake točke prostora s vrhovima 
glavnog tetraedra temeljne izvodnice pramena stožaca zraka REyEovih 
.tetraedralnih kompleksa, zadanih s takvim glavnim tetraedrom. Isto su 
tako presječnice svake ravnine prostora s ravninama pobočaka glavnog 
tetraedra jednog takva pramena tetraedralnih kompleksa temeljne tan- 
gente pramena krivulja 2. stupnja, koje omataju zrake tetraedralnih 
kompleksa tog pramena u toj ravnini. Imamo li dva projektivno pri- 
. družena pramena tetraedralnih kompleksa dvaju glavnih tetraedara, 
bit će spojnice svake točke prostora s vrhovima jednog glavnog tetra- 
edra temeljne izvodnice pramena stožaca zraka kompleksa prvog pra- 
Mena, a spojnice te točke s vrhovima drugog glavnog tetraedra bit će 
temeljne izvodnice pramena stožaca zraka kompleksa drugog pramena. 
Znamo, da je proizvod tih dvaju projektivno pridruženih stožaca 2. 
Stupnja stožac 4. reda, koji će prolaziti temeljnim izvodnicama obaju 
pramenova stožaca, budući da svakom temeljnom izvodnicom prvog 
Pramena stožaca prolazi jedan stožac drugog pramena i obrnuto. Posve 
analogno, ali dualno, vrijedi i za svaku ravninu prostora, budući da je 
svakom temeljnom tangentom jednog pramena određena jedna krivulja 
U drugom pramenu i obrnuto. Izlazi dakle ovo: U kompleksu 4. stupnja, 
koji nastaje kao proizvod dvaju projektivno pridruženih pramenova 
tetraedralnih kompleksa, zadanih s dva glavna tetraedra, nalaze se i 
Svi pravci svih osam vrhova glavnih tetraedara i svi pravci svih osam 
Pobočnih ravnina tih glavnih tetraedara. 
b) Zadajmo sada tri opisana međusobno projektivno pridružena pra- 
mena tetraedralnih kompleksa tako, da oni ne proizvode isti kompleks 
4. stupnja, te da uz već spomenute uvjete kod dvaju glavnih tetraedara 
U toč. a) po tri vrha glavnih tetraedara ne leže na jednom pravcu i da 
PO tri pobočne ravnine ne prolaze jednim pravcem. Ta tri pramena 
tetraedralnih kompleksa obilježimo s P,, P2iP,. Proizvod prvih dva ju 
pramenova bit će jedan malo prije izvedeni pravčasti kompleks 4. 
Stupnja, koji obilježimo s Ki», a proizvod prvog i trećeg pramena bit 
16 RAD gu 
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će isto takav kompleks 4. stupnja LSTE Ta se dva kompleksa 4, stupnja 
općeno sijeku u jednoj kongruenciji 16. reda i i6. razreda, jer se u 16 
izvodnica sijeku stošci 4. reda zraka tih dvaju kompleksa 4. stupnja sa 
zajedničkim vrhom u svakoj točki prostora, a 16 zajedničkih ma 
imaju dvije krivulje 4. razreda omotane od zraka tih dvaju ae (sa 
u svakoj ravnini prostora. To posljednje izlazi iz činjenice, da La 
krivulje 4. razreda i njihove zajedničke tangente možemo smatrati ko- 
relativnom slikom dviju krivulja 4. reda i njihovih međusobnih sjecišta. 

Nas će u sadašnjim razmatranjima interesirati geometrijsko mjesto 
onih pravaca u prostoru, kojima prolaze trojke pridruženih  Stožaca 
zraka naših triju projektivno pridruženih pramenova tetraedralnih kom- 
pleksa. Spojnice svake točke prostora s vrhovima glavnog telPačnina 
našeg prvog pramena tetraedralnih kompleksa nalaze se na stošcima 
zraka tih točaka obaju spomenutih kompleksa 4. stepena, Izvadimo li 
sve takve zrake iz sprijeda spomenute kongruencije 16. reda i 16. ra- 
zreda, smanjit će se red te kongruencije za četiri, a mi ćemo to učiniti 
zato, jer nas interesira samo neraspadnuti dio presječne kongruencije 
naših dvaju kompleksa 4. stupnja. Vidimo dakle, da su pravci svih 
četiriju vrhova glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih < 
pleksa P, zrake raspadnutog dijela te presječne kongruencije. Zajed- 


ničke zrake (izvodnice) dvaju stožaca 4. reda naših dvaju kompleksa | 


4. stupnja u svakoj točki prostora jesu, izuzevši spomenute četiri joe 
s vrhovima prvog glavnog tetraedra, jedine zrake, kojima prolaze trojke 
pridruženih stožaca zraka triju pridruženih tetraedralnih kompleksa u 
naša tri projektivno pridružena pramena takvih kompleksa. Kad bi po- 
stojala još koja takva zraka u istoj točki prostora, ona bi se nužno mo- 
rala nalaziti na jednom i drugom stošcu 4. reda zraka naših dvaju. 
kompleksa K,», Kia 4. stupnja, dakle su opisanih 12 zraka uistinu sve 
takve zrake, odnosno one su zajedničke zrake tih dvaju kompleksa 4. 
stupnja, koje prolaze svakom točkom prostora. Naša dva kompleksa 
4. stupnja dobili smo kao proizvod projektivno pridruženih ponu 
P,, P2iP,, P, tetraedralnih kompleksa, Međutim drugi P, i treći. ' 
od tih pramenova daju treći kompleks 4. stupnja K,g. Njegov. ell 
s prvim kompleksom 4. stupnja K,,, kao i njegov presjek s drugim nae 
pleksom 4. stupnja K,g, daju opet dvije nove kongruencije 16. reda . 
16. razreda, koje se isto tako kao ona malo prije raspadaju u m 
encije 12. reda i četiri snopa pravaca vrhova drugog, odnosno če a 
snopa pravaca vrhova trećeg glavnog tetraedra. U spoke . 
točke prostora s vrhovima glavnih tetraedara ne sijeku se trojke pr 
druženih stožaca naših triju projektivno pridruženih pramenova te oš 
edralnih kompleksa, već svakom takvom. zrakom prolaze samo dva . 
pridruženih stožaca. Na pr. spojnicom jednog vrha prvog glavnog Z 
traedra prolazi po jedan stožac drugog pramena i po jedan stožac ka 
pramena. Tim posljednjim stošcima pridruženi stošci u prvom rapa 
prolaze također tom spojnicom, budući da je ona jedna od četiriju 
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meljnih izvodnica pramena stožaca 2. stupnja u prvom pramenu P, 


 tetraedralnih kompleksa. Ali tim stošcima “u drugom i trećem pramenu 


pridruženi stošci u prvom pramenu jesu dva različita stošca, a ne jedan 
isti stožac. ' 
Budući da su zrake naše prve kongruencije 12. reda sve one zrake, 
u kojima se sijeku trojke pridruženih stožaca svih tri ju projektivno pri- 
druženih pramenova tetraedralnih kompleksa, to. će kongruencije 12. 
reda, koje daju parovi kompleksa 4, stupnja Kyo-Ki3, K,o—-K,, i Kig-K.3 
biti jedna te ista kongruencija 12. reda, Zrake te kongruencije bit će 
dakle jedine zajedničke izvodnice trojki pridruženih stožaca 2. stupnja 
zraka pridruženih tetraedralnih kompleksa u naša tri projektivno pri- 
družena pramena P,, P, i P; takvih kompleksa. 
Znamo, da zrake tetraedralnih kompleksa svakog od pramenova Pi 
Po i P, u svakoj ravnini prostora omataju krivulje 2. stupnja jednog 
pramena takvih krivulja, koji je određen sa četiri presječnice te ravnine 
s pobočnim ravninama glavnog tetraedra svakog tog pramena tetra- 
edralnih kompleksa kao temeljnim tangentama. U svakoj ravnini pro- 
stora imamo dakle tri takva projektivno pridružena pramena krivulja 
2. stupnja. Zajedničke tangente“ pridruženih krivulja u prva dva pra- 
mena omataju, kao što smo vidjeli, jednu krivulju 4. razreda, a isto 
tako prvi i treći pramen daju drugu takvu krivulju, dok drugi s trećim. 
pramenom daju treću takvu krivulju 4. razreda. Zajedničke tangente 
Prvih dviju krivulja 4. razreda-u svakoj ravnini prostora, kojih ima 16, 
bit će sve zajedničke tangente svih mogućih trojki pridruženih krivulja 
2. stupnja u sva tri pramena takvih krivulja u ravninama prostora, ko je 
imaju jednu zajedničku tangentu, ako isključimo četiri temeljne tan- 
gente prvog pramena krivulja 2. stupnja u toj ravnini. To isključenje 
činimo zato, što sve krivulje prvog pramena diraju te četiri temeljne 


. tangente i svaku od njih po jedna krivulja drugog i po jedna krivulja 


trećeg pramena, ali te dvije krivulje nisu u projektivnom odnosu nji- 
hovih pramenova međusobno pridružene. Isto bi dabome vrijedilo 1 za 
temeljne tangente drugog i trećeg pramena krivulja 2. stupnja u svakoj 
ravnini prostora, kad bismo na analogan način promatrali zajedničke 
tangente prve i treće, te druge i treće takve krivulje. 4, razreda. Evi- > 
dentno je, da su zrake, koje leže na površinama jedne trojke opisanih 
Pridruženih stožaca 2. stupnja identične sa zrakama, koje diraju opisane 
trojke pridruženih krivulja 2. stupnja u svakoj ravnini takve zrake, 
budući da je svaki takav pravac zraka trojke pridruženih REeyrovih te- 
traedralnih kompleksa u naša tri projektivno pridružena pramena P,., 
P, i P, takvih kompleksa. 

Vidimo dakle, da: je proizvod naših triju projektivno pridruženih 
Pramenova tetraedralnih kompleksa P,, P, i Pa, t.j. geometrijsko 
mjesto onih pravaca u prostoru, koji leže na trojkama pridruženih sto- 
žaca 2. stupnja sastavljenih iz zraka pridruženih tetraedralnih kompleksa 
U naša tri projektivno pridružena pramena takvih kompleksa, kongru- 
encija 12. reda i 12. razreda. 
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c) Neka sada budu četirma glavnim tetraedrima zadana četiri pra- 
mena tetraedralnih komplekša, koji neka su opet svaki sa svakim pro-. 
jektivno pridruženi, a koje obilježimo s P,, Po, Pgi P,. To se gro 
“tivno pridruženje može učiniti tako, da trima REYgovim is ra s. 
kompleksima u pramenu ?,, koje obilježimo sR/,R/i AR s ru- 
žimo tri takva kompleksa R,!, R74 Ry" u pramenu P,, na "3 tri 
R2, R21, RH u pramenu Psi tri RV, RV, Re, u EFT f na 
taj način, da četvorke pridruženih kompleksa budu R R,;" R/ " i 
RR RAT RAV,RE RER RV Ry Ri" R, R, E Svaka ba točka 
prostora u takvu slučaju zajednički vrh četiriju projektivno pridruženih 
pramenova stožaca 2. stupnja, a naš je cilj istražiti geometrijsko mjesto 
onih pravaca u prostoru, koji će biti zajedničke e četiniju 
stožaca ijedne četvorke pridruženih stožaca u ta, četiri proje tivno pri- 
družena pramena u svima, ili u nekim točkama prostora. Prvi m 
tetraedralnih kompleksa P, daje sa svakim od preostalih triju po ks an 
poznati kompleks 4. stupnja, koje obilježimo s Ki», Kus» . a 0 2 
nekoj točki prostora sva tri stošca 4. stupnja tih triju “< eksa še 
stupnja Ky», Kus, Ka imaju jednu zajedničku izvodnicu, ru je , 
izvodnica sigurno jedna zajednička izvodnica jedne četvorke pridruženi 
stožaca 2. stupnja naših četiriju projektivno pridruženih pra aia 
tetraedralnih kompleksa P,, Pz, Pa; Pi, ukoliko ne prolazi nijednim 


1] trijsk jesto takvih pravaca, . 
vrhom nijednog glavnog tetraedra. Geometrijsko mjesto praga, + 
koje hadinio, i kia proizvod naših četiriju projektivno pridruženih 


pramenova tetraedralnih kompleksa, bit će dakle a. grao PS 
triju, malo prije spomenutih, kompleksa 4. stupnja Ke M44) = 
najopćenitijem slučaju morala bi to biti pravčasta plo : 2 ( nd m 
128. stupnija, ako sva tri kompleksa 4. stupnja nemaju na . me 
kongruenciju 12. reda : 12. razreda, budući da se po dva od nj 
takvoj kongruenciji prodiru. 8 . 
U papa ki ru pretpostavljamo i ovdje, da nijedan bak 
jednog glavnog tetraedra ne leži ni-u jednoj pobočnoj ora ok g soma 
triju glavnih tetraedara, kao i to da nijedan brid nije i g Pano 
tetraedra ne siječe nijedan brid ostalih triju glavnih tetraedara, K i 
" tri ili četiri vrha ne leže na jednom pravcu i po tri ili četiri pobočne 
ravnine ne prolaze jednim pravcem. ' oooMigr 
a agsko sada pobliže sva tri stošca 4. stupnja u svakoj točki pro- 


stora naših triju kompleksa 4. stupnja K,», Kyg, Kya. Budući da je prvi. 


od tih stožaca proizvod projektivno pridruženih Lea ra rak es E 
P, i drugog P, pramena tetraedralnih kompleksa, a temeljne izvo ska 
tog prvog i drugog pramena stožaca jesu, kao što“ znamo, ae i 
svake te točke u prostoru s vrhovima glavnih tetraedara og prv ih 
drugog pramena tetraedralnih kompleksa, to taj prvi . *- . 
mora prolaziti spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i drugog g s. 
tetraedra. Isto tako drugi takav spomenuti stožac 4. stupnja A. 
laziti spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i trećeg doka " ia B: 
a treći spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i četvrtog glavnog 
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traedra. Dakle su spojnice tog vrha s vrhovima prvog glavnog tetraedra 
zajedničke izvodnice tih triju stožaca 4. stupnja. Najveći mogući broj 
zajedničkih izvodnica triju ili više stožaca 4. stupnja jednog zajedničkog 
vrha jest 16, budući da se po dva od njih prodiru u toliko izvodnica. 
Na sva tri takva stošca 4. stupnja jedne točke prostora moraju se nalaziti 
svi oni pravci te točke, kojima prolazi jedna četvorka pridruženih sto- 
žaca 2. stupnja te točke naših četiriju projektivno pridruženih pramenova 
Pi, Pe, Pa, P, tetraedralnih kompleksa, ako takvi'tom točkom prolaze, 
budući da su bila angažirana sva četiri pramena stožaca 2. stupnja tih 
četiriju pramenova tetraedralnih kompleksa. 
Malo prije spomenute komplekse 4. stupnja obilježili smo s K,,, K,,, 
14> kao proizvode projektivno pridruženog prvog pramena 2, tetra- 
edralnih kompleksa drugom, trećem i četvrtom takvom pramenu. Me- 


đutim, drugi naš pramen tetraedralnih kompleksa P, čini s trećim takvim - 


pramenom ?, i sa četvrtim takvim pramenom P, nove komplekse 4. 
stupnja K,,, K,,, a treći od tih pramena ?, čini sa četvrtim takvim 
pramenom P, daljni kompleks 4. stupnja Ku,. Vidjeli smo u dosada- 
šnjim razmatranjima, da spojnice svake točke prostora s vrhovima 
glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih kompleksa P, leže na 
sva tri stošca 4, stupnja proizvedenih kompleksa K,,, Kig» Ku. Me- 
dutim, tim zajedničkim izvodnicama tih triju stožaca 4, stupnja općeno 
ne prolazi po jedna četvorka pridruženih stožaca 2. stupnja jedne če- 
tvorke pridruženih REygovih tetraedralnih kompleksa projektivnih pra- 
menova P,, P,, P,, P, takvih kompleksa, nego samo tri dvojke takvih 
pridruženih stožaca. Dakle te spojnice ne pripadaju u tražene pravce, 
a analogno tome ne pripadaju u te pravce ni spojnice svake točke pro- 


stora s vrhovima preostalih triju glavnih tetraedara projektivno pri- 
. druženih pramenova P,, P,, Pi, Pi. 


- Vidjeli smo u prošloj točki, da je proizvod kompleksa K,, i K,, kon- 
gruencija 12. reda i 12. razreda. Žajedničke zrake te kongruencije 
i kompleksa K,, dat će nam zajedničke zrake naših kompleksa Ki», 
Ki i K,, dakle sve one zrake prostora, kojima prolaze četvorke 
Pridruženih stožaca, 2. stupnja zraka pridruženih četvorki tetraedralnih 
kompleksa projektivno pridruženih pramenova fi, Pe Po, Fi, takvih 
kompleksa. Slobodnim odabiranjem kompleksa 4. stupnja K,», Ki, Kia 


između svih šest spomenutih takvih kompleksa, dobili smo sve pridru- 


Žene četvorke stožaca 2. stupnja pridruženih četvorki tetraedralnih kom- 
pleksa. projektivno pridruženih pramenova Pi, Po, Pa, P,, koje imaju 
jednu (ili više) zajedničkih izvodnica. Da smo na pr. odabrali kongru- 
enciju 12. reda i 12. razreda kompleksa K,, i K,, i kompleks K,», dale 
bi njihove zajedničke zrake iste naprijed spomenute pravce. Poznato 
je, da zajedničke zrake kompleksa 4. stupnja i kongruencije 12. reda 


112. razreda čine pravčastu plohu 4 (12 + 12) = 96. stupnja. Dobivamo 


Prema tome ovo: Zadamo li četiri projektivno pridružena pramena te- 
traedralnih kompleksa takvih četiriju glavnih tetraedara, kojima nijedan 
brid jednoga ne siječe nijedan brid ostalih triju, nijedan vrh jednoga 
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! 
ne leži ni u jednoj pobočnoj ravnini ostalih triju, a po tri ili četiri vrha 
ne leže na jednom pravcu i po tri ili četiri pobočne ravnine ne prolaze 
jednim pravcem, tada je proizvod tih četiriju projektivno pridruženih 
pramenova tetraedralnih kompleksa pravčasta ploha 96. stupnja. 

7. O Reygovim tetraedralnim kompleksima jednakih karakterističnih 
invarijanti u dva pramena takvih kompleksa. Neka su točke B, CG, D 
u ravnini slike 3 a) vrhovi tetraedra ABGD, kojemu je vrh A negdje 
iznad te ravnine. Točka A* neka je probodište te ravnine s nekim 
pravcem m, koji prolazi vrhom A, a točka A, neka je probodište te rav- 
nine s pravcem l,, koji pravac n siječe u nekoj točki V. Tetraedrom 
ABCD i pravcem l, zadan je jedan REyrov tetraedralni kompleks 
glavnog tetraedra ABCD. Sve zrake tog kompleksa, koje sijeku pravac 
n, čine, kao što je poznato, oo! stožaca 2. stupnja sa zajedničkom osnov- 
kom u ravnini slike, koja je određena točkama A", B, C, Di A,. To 
izlazi iz činjenice, da su sve zrake pramena (A,) točke A,, koje sijeku 
pravac n, zajedno s tim pravcem zrake tog tetraedralnog kompleksa, 
Ravnine nasuprotnih pobočaka vrhovima A, B, C, D našeg glavnog te- 
traedra označimo s a, B, y, 8. Probodišta pravca l, s tim ravninama 
označimo s Aj, By, Ci, D,, a ravnine položene tim pravcem i vrhovima 
A, B, C, D označimo s 4, Bi, 1, 81. Znamo, da će za zraku l,, kao i 
za sve ostale zrake našeg tetraedralnog kompleksa, biti vrijednost dvo- 
omjera takvih četiriju njegovih probodišta jednaka vrijednosti pridru- 
ženog dvoomjera pridruženih četiriju ravnina tog pravca, koje prolaze 
vrhovima A, B, C, D. T. j. (AB, ČLD4) = (a, Bi Y1 21). Ravnine a4, Bi, 
i; Ši, tj. ravnine pravca l, i vrhova A, B, CG, D, neka sijeku ravninu 
slike u pravcima a= AA, b=A,B,c=ACid=A,D,a pravci 


a, b neka sijeku spojnicu CD u točkama N, R,. Znamo, da je vrijednost , 


dvoomjera četiriju ravnina jednog pravca jednaka vrijednosti pridru- 
ženog dvoomjera presječnica tih ravnina s bilo kojom ravninom pro- 
stora. Dakle će i vrijednost bilo kojeg dvoomjera ravnina a, Bi, P1> Bi, 
pravca l, biti jednaka vrijednosti pridruženog dvoomjera presječnica 
a, b, c, d tih ravnina s ravninom slike. Na pr. (a, B1 7101) = (abcd) = A 
gdje je 2, kao što je poznato, jedna karakteristična invarijanta tetra- 
edralnog kompleksa zrake l, # glavnog tetraedra ABCD. 

Zrake a, b, c, d vrha A, sijeku spojnicu CD = s u točkama N, Ri, 
G, D, gdje će na temelju PApPusova stavka biti (abcd) = (NR, GD) = 1. 
Odaberimo na spojnici A, A" = a neku novu točku A,, koju pravac L 
spaja s točkom V. Tim pravcem l, i tetraedrom ABCD zadan je novi 
tetraedralni kompleks ovog glavnog tetraedra, a svim takvim zrakama 
l, pramena (V) pravaca u ravnini točke V i pravca a zadan je pramen 
tetraedralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Sjecišta A, zraka ln 
ovog pramena (V) s pravcem a dat će niz točaka (a), koje spojene S 
točkom B daju pramen pravaca (B). Zrake tog pramena (B) sijeku 
spojnicu s = ČD u točkama R, niza (5). Budući da nizovi (a), (s) točaka 
A,, Ra nastaju kao presjeci istog pramena (B), bit će (a) \ (s). Jer na- 
dalje točke Ć, D, N niza (s) ostaju iste za sve točke R,, bit će karakte- 
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ristična invarijanta svakog pojedinog tetraedralnog kompleksa unutar 
pramena takvih kompleksa temeljnog tetraedra ABĆD, od kojih je svaki 
na opisani način pridružen jednoj između točaka R, niza (s), uz šsto- 
imeni dvoomjer kao malo prije, jednaka (VR,CD) = 1. 


Neka su na sl. 3b) točke B,C, D vrhovi u ravnini slike nekog novog 


tetraedra ABCD, a točka A* neka je probodište nekog pravca a vrha A 


s tom ravninom. Jednom ravninom pravca 2 presijecimo ravninu slike . 


3b) u pravcu a, koji neka spojnicu s = CD siječe u točki JV. Odaberimo 


SI. 3. — Abb. 3, 


sada na spojnici s točku R, tako, da bude (NR, CD) = (NR, CD). Spoj- 


nica BR, = b sjeći će pravac a u nekoj točki 4. koja će spojena s 


jednom točkom V na pravcu n dati pravac /,. Tim pravcem L bit će 


određen onaj tetraedralni kompleks glavnog tetraedra ABCD, kojemu 


će vrijednost karakteristične invarijante, uz istoimeni dvoomjer kao u 


Prvom slučaju, biti jednaka (NR,CD) = (NR,CD). Svakoj točki R. 
Pravca s možemo na taj način pridružiti jednu točku R, na pravcu s, 
te na taj način uspostaviti projektivan odnos (s) A (5) nizova točaka 


R, i R,. Pridruženjem točaka A, niza (a) točkama R, niza (s) pomoću 
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pramena pravaca (B), kojega su ti nizovi presjeci, dobit ćemo perspek- 
tivno pridružene nizove (a) A (5). Točkama A, na opisani način pri- 
druženi tetraedralni kompleksi glavnog tetraedra ABCD dat će pramen 
takvih kompleksa tog glavnog tetraedra. 


Odaberimo sada na pravcu a slike 3a) po volji četiri točke A,, A, 
A,, As; te njima odredimo na opisani način četiri tetraedralna kom- 
pleksa. u pramenu takvih kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Tim 
točkama niza (a) pridružene točke u nizu (s) neka su R,, R,, R,, Ri. 


Nađemo li sada pomoću (s) A (s) točkama AR, Ry, R,, Rs pridružene 
točke E. E, R, a R; u nizu (5), tad možemo pomoću tih točaka i pra- 
mena pravaca (B) odrediti točke pm m kod A, niza (a), kojima su na 
opisani način određena četiri tetraedralna kompleksa u pramenu takvih 
kompleksa sno tetraedra ABCD. Iz (S) A (s) izlazi, da je (NR, CD) 
= (NR,CD), (NR, CD) = (NR, CD), (NR, CD) = (NR, CD) i (NR; CD) 
= (NR, CD). Odatle izlazi, da parovi tetraedralnih kompleksa u pra- 
menovima takvih kompleksa glavnih tetraedara ABGD i ABCD, odre- 
đeni na opisani način parovima točaka A; A,, Ag Ag, AA, i AA: 
imaju karakteristične invarijante jednakih vrijednosti. Iz (s) A (a), (s) 
AG) i GJ) A (2) izlazi dalje, da je (Ay A; A, A) = (R,R,R,R4), (RR, 
R, R:) = (R, R, R R,) i (R, R, R, B,) Sa (A, A, A, A). 

Vidjeli smo, da pramen krivulja 2. stupnja, određen temeljnim toč- 


kama A", B, G, D, daje osnovke stožaca 2. stupnja zraka svih tetrae- 
dralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD, kojih se vrhovi nalaze na 


pravcu 2. Isto to doslovce vrijedi za glavni tetraedar ABGD na sl. 3b). 
Točkama A,, A,, A,, A; određene su četiri krivulje 2. stupnja pra- 
.mena takvih krivulja temeljnih točaka A9%, B, G, D na sl. 3 a), bodu 
da one leže na pravcu a temeljne točke A* tog pramena. Njima pri- 
družene točke A,, A. pm A, na pravcu a temeljne točke A? takva 
pramena na sl. 3b), daju četiri krivulje 2. stupnja u tom pramenu, koji 
je određen temeljnim točkama Av, B, C, D. Takvim pridruženjem if 4 
stavili smo projektivan odnos tih dvaju pramenova krivulja 2. stupnj 
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na slikama 3) i 3b), a time, na temelju naših prijašnjih razmatranja, 
i projektivan odnos pramenova tetraedralnih kompleksa glavnih tetra- 
edara ABCD i ABCD, budući da ono što vrijedi za četvorke točaka 
(A, 444,4) = (4, 4 A, A), vrijedi i za sve ostale četvorke pridru- 


ženih točaka A, i A, nizova (a) i (4). Dobili smo dakle ovo: Pridružimo 
li recipročno jednoznačno Reykovim tetraedralnim kompleksima jednog 
bramena takvih kompleksa nekog glavnog tetraedra ABCD, takve te- 
traedralne komplekse nekog drugog pramena takvih kompleksa nekog 


novog glavnog tetraedra ABCD tako, da parovi pridruženih tetraedralnih 
kompleksa imaju karakteristične invarijante jednakih vrijednosti, onda 
su na taj način pridruženi pramenovi tetraedralnih kompleksa pridru- 


ženi projektivno. 


Iz naših prijašnjih i sadašnjih razmatranja i zaključaka o projektivno 
pridruženim pramenovima tetraedralnih kompleksa izlazi ovo: 


a) Neka su zadana dva tetraedra, kojima nijedan vrh jednoga ne 
leži ni u jednoj pobočnoj ravnini drugog i kojima nijedan brid jednoga 
ne siječe nijedan brid drugoga. Vrhove tih tetraedara obilježimo s 
A, B, C, D, odnosno Al, B!, Cl, D!, a tim vrhovima nasuprotne pobočne 
ravnine s a, B, y, 8, odnosno al, Bl, y!, 81, Probodišta bilo kog pravca u 
prostoru s tim pobočnim ravninama označimo s An, Bu, Cu, Dn, odno- 
sno Axl, Bal, Gal, Du, a tim pravcem i nasuprotnim vrhovima tih po- 
bočaka postavljene ravnine označimo s dn Pa, Yu, Bu; odnosno ax, 
Bu', yn, nl. Svi pravci prostora, na kojima će biti (A, B,C,D,) = 
(Aq, Bul, Ca, Da!) čine kompleks 4. stupnja, a za sve te pravce vrijedit 
će i (an Pn Yn &n) i (an! Bul yn "!) =" (A, Bu Cn D,) =(Afl Bul Gal Dl). 

b) Neka su zadana tri tetraedra ABCD, A!B! CID! i ABU Cu Du 
tako, da uz spomenute uvjete pod a) još i po tri vrha ne leže na jednom 
pravcu, kao i po tri pobočne ravnine ne prolaze jednim pravcem. Na- 
suprotne pobočne ravnine vrhovima A, B, C, D, odnosno Al, B!, CI, Di, 
odnosno A", Bl, Cu, DU, označimo kao i dosada s a, f, y, 8, odnosno 
a", B!, y!, 81, odnosno al, fil, y", 8, Probodišta pravaca u prostoru s tim 
pobočnim ravninama neka su opet An, Bh, Ch, Dan, odnosno Axl, Bul, Gal, 
D,!, odnosno Ay!, Bo!!, Gall, Dall, a tim pravcima i vrhovima položene 
ravnine neka su an, B,, 7" On, odnosno ax, Bul, ynl, čut, odnosno anti, 


Ba", yali, dull, Svi pravci prostora, za koje vrijedi (A, B, Cn D,) = 


(As! Bil Cal Dat) = (A, Ball Cl D,"'), čine kongruenciju 12. reda i 
12. razreda. Za sve zrake te kongruencije vrijedit će i (A, B, C, D,) = 
(an Pu Vn On) ma (an! Pul yn] Bn') E (ax!! Bul yall On!!), ; 

€) Zadajmo sada četiri tetraedra ABCD, A! B! GID!, A" BUCu Du i 
AU BII CN DN tako, da osim uvjeta pod a) još po tri ili četiri vrha ne 
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ž j i i ili četiri pobočne ravnine ne prolaze 
leže na jednom pravcu i po tri ili četiri po nin 
jednim pravcem. Probodišta pravaca prostora s pobočnim ravninama 
prvih triju označimo kao pod b), a s pobočnim ravninama četvrtog neka 
budu točke A"! Bg"! C,l! D,/". Tim pravcima i vrhovima četvrtog 
tetraedra položene ravnine neka budu označene analogno predašnjima s 
anti, Buli, val, Šnili, Svi pravci prostora, na kojima će biti (An Bn Cu D,) 
= (Ag Bal Cd Da) = (Ali Bot Co Dat) = (Anti! BU CU Dl), činit će 
ii “ad . . f U .. mi * 
pravčastu plohu 96. stupnja, a za sve izvodnice te preku vrijedi Se i 
ovdje (An Bu Ca D,) = (an Bn Ya Šn) = (anl Bal ya 8nl) = (an Pu Yn On ) 


(all! Bill ynili Onlll : 


ViLiM NIČE 
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STRAHLENKOMPLEXE UND IHRE PROJEKTIVE 
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Einleitung: Wie bekannt, ist ein ReyEscher tetraedraler quadratischer 
Strahlenkomplex durch sein Haupttetraeder und einen seiner Strahlen 
bestimmt, wenn dieser keine Kantengerade dieses Tetraeders schneidet 
und in keiner seiner Seitenebenen liegt. Die den Eckpunkten A, B, C, D 
 čines derartigen Haupttetraeders gegeniiberliegenden Seitenebenen be- 
zeichne man mit a, f, y, 8, und die Schnittpunkte der Komplexstrahlen 
dieses Komplexes mit den genannten Ebenen gleichnamig mit A,, Bh, 
Cn, D,. Man weiss, dass jedes der Doppelverhšltnisse dieser vier 
Schnittpunkte fiir alle Koriplexstrahlen konstant bleibt ((A, B» Ch D») = 
const.), und sein Wert eine charakteristische Invariante dieses Strahlen- 
komplexes ist. Das diesem Doppelverhaltnis analoge Doppelverhaltnis 
der vier je einen den Seitenebenen gegeniiberliegenden Eckpunkt ent- 
haltenden Ebenen eines Komplexstrahles, hat immer den der charakte- 
ristischen Invariante gleichen Wert, Alle die vier Eckpunkte enthalten- 
den und die in den vier Seitenebenen liegenden Geraden sind dem 
Strahlenkomplexe angehčrende Strahlen. Die einen beliebigen Punkt V 
des Raumes enthaltenden Strahlen des Reyrschen tetraedralen Strahlen- 
komplexes bilden einen Kegel 2. Grades, auf dessen Oberfliche die 
Vier Eckpunkte des Haupttetraeders liegen. Die in einer Ebene liegen- 
den Komplexstrahlen hiillen eine Kurve 2. Grades ein, die auch die vier 
Schnittgeraden dieser. Ebene und der Seitenebenen des Haupttetraeders 
beriihren. Da jeder Strahlenkomplex 008 Geraden des Raumes als Kom- 
Plexstrahlen enthalt, k&nnen alle oo* Geraden des Raumes in oo! 
RErEsche tetraedrale Strahlenkomplexe eines Haupttetraeders verteilt 
Werden, die einen tetraedralen Strahlenkomplexbiischel bilden. Die die 
Eckpunkte des Haupttetraeders enthaltenden und die in seinen Seiten- 


Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke i tehničke nauke 1.VII. 1957: 


.* Originaliiberschrift dieser Arbcit: REyrovi tetraedralni kompleksi jednog, dvaju, 
triju i četiriju glavnih tetraedara. 
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liegenden Geraden gehčoren allen Strahlenkomplexen eines 
piaer=Bna Biischels an. aa folgt also, dass die Komplexstrahlen- 
kegel 2. Grades der Strahlenkomplexe eines derartigen Biischels in allen 
Raumpunkten als gemeisamen Scheiteln Kegelbiischel 2. Grades bilden, 
die durch die Verbindungsgeraden dieser Scheitel und der Eckpunkte 
des Haupttetraeders als Grunderzeugende dieser Kegelbuschel be- 
stimmt sind. . 

Bekanntlich, hillen die in einer Ebene sich befindenden Strahlen 

eines Reyrschen tetraedralen Strahlenkomplexes eine Kurve 2. Grades 
ein. Da aber alle Geraden der Seitenebenen đes Haupttetraeders zu dem 
tetraedralen Strahlenkomplexe gehčren, wird die beschriebene Kurve 
2. Grades in jeder Ebene des Raumes auch durch die Schnittgeraden 
dieser Ebene und der Seitenebenen des Haupttetraeders beriihrt. Da 
dies aber bei jedem Strahlenkomplexe des tetraedralen Strahlenkom- 
plexbiischels eines gemeinsamen Haupttetraeders geschieht, hiillen also 
die in einer Ebene sich befindenden Strahlen der Strahlenkomplexe 
eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels Kurven 2: Grades ein, die 
einen durch die Schnittgeraden dieser Ebene und der Seitenebenen des 
Haupttetraeders als Grundtangenten bestimmten Kurvenbiischel 2. Gra- 
des bilden. , 

1. Erste Eigenschaft des tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines 
Haupttetraeders. Alle Kurven 2. Grades, die vier gemeinsame Punkte 
enthalten, die in Paaren auch konjugiert imaginar sein kčnnen, bilden, 
wie bekannt, einen Kurvenbiischel 2. Grades, dessen Grundpunkte die 
vier gemeinsamen Punkte sind. Alle diese Grundpunkte enthaltenden 
Geraden schneiden diesen Kurvenbiischel 2. Grades in projektiven 
Punktreihen, wobei die Punkte derselben Kurve zugeordnet sind. Vier 
Kurven dieses Biischels, die eine dieser Geraden in Punkten eines = i 
monischen Punktwurfes.schneiden, werden also von allen Grundpunkt- 
geraden in harmonischen Punktwiirfen geschnitten. Vier derartige i 
ven bilden, wie bekannt, einen harmonischen Kurvenwurt dieses Bu- 
schels, und es ist leicht zu beweisen, dass die Beriihrungsgeraden . 
harmonischen Kurvenwurfes in einem Grundpunkte dieses Biischels 
einen harmonischen Geradenwurf bilden. Wird anstatt des ke 
biischels 2. Grades ein Kegelbiischel 2. Grades mit gemeinsamen roma 2 
und vier Grunderzeugenden betrachtet, so gelten fir diesen aa 
gleiche Figenschaften wie fir den Kurvenbiischel, wenn die A 
durch Gerade und die Geraden durćh Ebenen des gemcinsamen Scheite 
ersetzt werden. ' 

Ein REyEscher. tetraedraler Strahlenkomplex sei durch ein Petre 
ABCD und einen Strahl 1, bestimmt. Die Verbindungsgerade >. 
Punktes V des Strahles l, und des Eckpunktes D schneide die Ara 
uberliegende Seitenebene ABG im Punkt Dv, und der Strahl du a E o 
diese Ebene im Punkt D, (Abb. 1.). Bekanntlich gehoren die *; A 
des Strahlenbiischels (D,), mit dem Scheitel D, in der Ebene (l, E 
dem durch das Haupttetraeder ABCD und den Strahl 1, bestimm 
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CG, D", D, bestimmten Kegelschnitt k,. 


 REyEschen tetraedralen Strahlenkomplexe. Die den Punkt V enthalten- 


den Strahlen dieses Strahlenkomplexes bilden einen Kegel, der die 
Seitenebene ABC in dem durch die Punkte A, B, C, Do", D, bestimmten 


 Kegelschnitt k, schneidet. Da die Strahlen des Strahlenbiischels (D,) zu 


diesem tetraedralen Strahlenkomplex gehoren, 'schneiden alle Strahlen- 


“ kegel dieses Komplexes, mit auf der Geraden VD sich befindenden 


Scheiteln, die Seitenebene ABC in demselben, durch die Punkte A, B, 

In unserem Kurvenbiischel 2. Grades, mit den Grundpunkten A, B, 
G, D, wihle man jetzt einen harmonischen Kurvenwurf Ki3 Bas Ri. Ra 
der die Verbindungsgerade DD, in den Punkten D,,D., D,. D, eines 


. harmonischen Punktwurfes. (D, D,D,D,) = —1 schneidet. Durch die 


Verbindungsgeraden VD,=L4, VD,=l1,, VD, = 1; und VD, = L, als 
Strahlen sind vier tetraedrale Strahlenkomplexe K,, K,, Kg, K, des 
gemeinsamen Haupttetraeders ABCD bestimmt, wobei wegen (D,D, 
D,D,) = —1 auch (L ll) = —1 gilt. Die Strahlenkegel 2. Grades 
dieser vier tetraedralen Strahlenkomplexe mit gemeinsamen Scheitel V 
bilden wegen (11,11) = —1 einen harmonischen Komplexstrahlen- 
kegelwurf mit den gemeinsamen Grunderzeugenden VA, VB, VG und 
VD. Auf Grund der Tatsache, dass die Strahlenkegel des tetraedralen 
Strahlenkomplexes K,, deren Scheitel sich in Punkten der Geraden 
DV = D"V befinden, und den Kegelschnitt k, in der Seitenebene ABG 
enthalten, was auch fir die vier anderen derartigen Strahlenkomplexe 
K,, Kg, K, und die Kegelschnitte ko, kg, ka in derselben Seitenebene 
Bilt, kann hier folgendes behauptet werden: Bilden die Kegel 2. Grades 
mit gemeinsamen Scheitel, deren Erzeugende als Strahlen zu vier te- 
traedralen Strahlenkomplexen des gemeinsamen Haupttetraeders ABCD 
gehčren, einen harmonischen Kegelwurf, dann werden die zu diesen 
vier tetraedralen Strahlenkomplexen gehorenden Strahlenkegel in je- 
dem Punkte der Uerbindungsgeraden VD harmonische Kegelwiirfe 2. 
Grades bilden. Was fiir die Verbindungsgerade VD und die Šeitenebene 


X ABC. gilt, ist selbstverstindlich auch fir die Verbindungsgeraden VA, 


VB, VC ,und die Seitenebenen BCD, ACD und ABD giltig. Also im 


.Falle des erwihnten harmonischen Kegelwurfes 2, Grades im Punkte 


V werden harmonische Strahlenkegelwiirfe dieser vier tetraedralen 
Strahlenkomplexe nicht nur in den Punkten der Geraden VD, sondern 


auch in den Punkten der Geraden VA, VB und VG gebildet. 


Wie schon erwahnt,, gehčren die Strahlen des Strahlenbiischels (D,) 
mit dem Scheitel D, in der Ebene (ZD) dem tetraedralen Strahlen- 
komplexe K, an. Ebenso werden die Štrahlen der Strahlenbiischel (D.), 
(D,), (D,) mit den Scheiteln D,, D,, D, in derselben Ebene. (1, D) = 
GD) =(4D) = (1, D) zu den tetraedralen Strahlenkomplexen K,, K,, 

a gehGren. Diese vier tetraedralen Strahlenkomplexe des Haupttetra- 
eders ABCD kčnnen also auch durch das Haupttetraeder ABĆD, die 
Gerade VD* und die vier Punkte Di, D,, Da, Di, in der Seitenebene 
ABC bestimmt werden. Wird irgendein Punkt V, in der Ebene (1, D) 
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und die Punkte D,, D,, D,, D, mittels der Geraden 1," =V,D,, l" = 
V,D,, 17 =V.,D,, li? =Va»D, verbunden, so werden also durch diese 
vier Verbindungsgeraden 1,7, 1", 1", 1," und das Haupttetraeder ABCD 
dieselben vier tetraedralen Strahlenkomplexe K, , K,, Kg, K, bestimmt, 
und wegen (D,D,D,D,) = —1 wird auch (1,717 17139) = —1 gelten. 
Wird also durch die zu den tetraedralen Strahlenkomplexen .K,, K,, 
K;, K, gehčrenden Strahlenkegel eines Punktes V in der Ebene (1, D) 
ein harmonischer Kegelwurf gebildet, so werden die Strahlenkegel 
2, Grades dieser vier Strahlenkomplexe in allen Punkten V, dieser 
* Ebene harmonische Kegelwurfe bilden, weil der Schnittpunkt D,? der 
Verbindungsgeraden V» D und der Seitenebene ABG auf der Geraden 
der Punkte D,, D,, D,, D, liegt, und diese Verbindungsgerade V, D 
die vierte Grunderzeugende dieses Kegelwurfes ist, 

Wie bekannt, wird der harmonische Kegelschnittwurf k&, ko kg k, in 
der Seitenebene ABG von jeder Geraden der Grundpunkte A, B, CG, Dv 
in einem harmonischen Punktenwurf geschnitten. Unsere bisherigen 
Betrachtungen kčonnen in jeder Ebene der Geraden DD" mit gleichem 
Erfolg gemacht werden, da jede dieser Ebenen den beschriebenen har- 
monischeri Strahlenkegelwurf des Punktes V in einem harmonischen 
Strahlenwurf schneidet. Was also fir die Punkte V, der Ebene (l, D) 
= (L DD) gilt, ist fur alle Punkte aller Ebenen der Geraden DD? 
gultig. Da jeder Purikt des Raumes in einer dieser Ebenen liegt, kann 
auch folgendes behauptet werden: 

Bilden vier Kegel 2. Grades mit gemeinsamen Scheitel, deren Erzeu- 
gende als Strahlen zu vier tetraedralen Strahlenkomplexen eines ge- 
meinsamen Haupttetraeders gehčren, einen harmonischen Kegelwurf 
2. Grades, dann werden die diesen tetraedralen Strahlenkomplexen 
angehorenden Strahlenkegel 2. Grades in allen Punkten des Raumes 
harmonische Kegelwiirfe 2. Grades bilden. Derartige vier Strahlenkom- 
blexe bilden einen harmonischen tetraedralen Strahlenkomplexwurf. 

2. Zweite Eigenschaft des tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines 
Haupttetraeders. Es ist bekannt, dass ein Bischel von Kurven 2. Grades 
auch durch vier gemeinsame Beriihrungsgeraden dieser Kurven als 
Grundtangenten dieses Biischels bestimmt werden kann. Vier Kurven 
dieses Biischels, die eine und damit auch die drei anderen Grundtan- 
genten in Punkten eines harmonischen Punktwurfes berihren, bilden 
einen harmonischen Kurvenwurf eines derartigen Kurvenbischels 2. 
Grades. Die aus jedem Punkte der Grundtangenten auf die Kurven 
eines harmonischen Kurvenwurfes -dieses Biischels gezogenen Beriih- 
rungsgeraden werden immer einen harmonischen Geradenwurf bilden. 

Man nehme nun zwei projektivzugeordnete Strahlenbiischel (A), (D) 
in zwei verschiedenen Ebenen a, B an, deren Schnittgerade mit m be- 
zeichnet sei. (Abb. 2.). Wie bekannt, wird durch die Transversalen aller 
zugeordneten Strahlenpaare dieser Strahlenbiischel ein REypscher te- 
traedraler Strahlenkomplex gebildet. Die Doppelpunkte der kollokalen 
projektiven Schnittpunktreihen dieser Strahlenbischel und der Geraden 
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m seien B, C. Die Scheitel A, D der Strahlenbiischel (A), (D) und die 
Doppelpunkte B, C sind, wie bekannt, Scheitel des dem erwčhnten te- 
traedralen Strahlenkomplex angehčrenden Haupttetraeders. Auf der 
Schnittgeraden m nehme man die Doppelpunkte B, C beliebig an, wo- 
durch also den Strahlen AB, AC im Strahlenbiischel (A) die Strahlen 
DB, DC im Strahlenbiischel (D) zugeordnet sind. Um die projektive 
Zuordnung dieser Strahlenbiischel herzustellen, muss also noch ein Paar 
zugeordneter Strahlen dieser Biischel angenommen werden. Dies mogen 
der Strahl a im Strahlenbiischel (A) und der Strahl 4, im Strahlen- 
biischel (D) sein. Ordnet man dem Strahle a des Biischels (A) im 
Biischel (D) einen neuen Strahl Z, zu, so wird damit eine neue projektive 
Zuordnung der Biischel (A), (D) hergestellt, und damit auch ein neuer 
REyEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD 
bestimmt. Alle durch derartige oo! Zuordnungen des Strahles a des 
Biischels (A) zu den einzelnen Strahlen des Biischels (D) bestimmten 
oo! REyEschen tetraedralen Strahlenkomplexe werden also unseren 
Pam agnsjen Strahlenkomplexbiischel des Haupttetraeders 

Eine beliebig angenommene Ebene o schneide die Ebene a des Biischels 


(A) in der Geraden r, , und die Ebene 8 des Biischels (D) in der Ge- 


raden 7. Die Verbindungsgerade s des Schnittpunktes T = a X 7, der 
Geraden a, Y, und des Schnittpunktes U = a, X r» der Geraden q,, 1, 
wird ein Strahl des durch das Paar a, 4, zugeordneter Strahlen der pro- 


jektiv zugeordneten Strahlenbiischel (A) A (D) bestimmten tetraedralen 
Strahlenkomplexes des Haupttetraeders ABCD sein. Alle in der Ebene o 
liegenden Strahlen dieses Strahlenkomplexes hiillen eine, durch die Be- 
riihrungsgeraden Ti, 72, S, b, € bestimmte Kurve 2. Grades ein, wobei 
die Geraden b, c Schnittgerade der Ebene o und der Seitenebenen ACD 
und ABC des Haupttetraeders ABCD sind. Man wihle nun einen auf 
dem Strahle s beliebig liegenden Punkt V. Die Verbindungsgerade 
dieses Punktes V und des Scheitels A schneidet die Ebene f in einem 
Punkt A%, der auf der Verbindungsgeraden k des Punktes U = X Te 
und des Schnittpunktes der Geraden m X a liegen muss. Die den Punkt 
V enthaltenden Strahlen des durch das Haupttetraeder ABCD und das 
Strahlenpaar a, a, auf die beschriebene Weise bestimmten REyEschen 
tetraedralen Strahlenkomplexes bilden, wie bekannt, einen Kegel' 2. 
Grades, der die Ebene A in einer durch die Punkte A0, B, G, D, U be- 
stimmten Kurve 2. Grades schneidet. Man nehme ferner in der Ebene 
(V%) des Punktes V und der Geraden k, in der auch der Strahl a liegt, 
eine beliebige den Punkt U enthaltende Gerade 51. an, die die Ebene f 
in dem Punkt U, schneidet. Durch den Strahl s, wird ein neuer REYE- 
scher tetraedraler* Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD be- 
stimmt, dessen den Punkt V enthaltende Strahlen einen neuen durch 
die Punkte U, , B, C, D, A", beziehungsweise die Erzeugenden VU,, 
VB, VC, VD, VA? bestimmten Kegel 2. Grades bilden. Die Verbindungs- 
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ske e | pe ra iischel (B) gehg- 
gerad der Punkte D, U, ist ein zu dem Strahlenbiisc 
ssa a Strahl. Um die Motelinog der projektiven Zuordnung der 


uschel (A D) zu ermoglichen, soll nebst der zugeordneten 
ite NI je mA AC, DC auch das Strahlenpaar a, di dieser 
Biischel in Betracht gezogen werden. Da der Strahl s, die .. 
der zugeordneten Strahlen a, 4, der so projektiv zugeordneten . 
(A), (D) ist, wird der durch das Strahlenpaar a, &, dieser zwei Biischel 
auf die vorher beschriebene Weise bestimmte tetraedrale Strahlenkom- 
plex des Haupttetraeders ABCD mit dem durch den Strahl sy und dieses 
Haupttetraeder bestimmten tetraedralen Strahlenkomplex  identisch 
sein. Die Verbindungsgerade t des Punktes T = a X r, und des Schnitt- 
punktes R, der Geraden đ,, 72, gehort als Komplexstrahl diesem te- 
traedralen Strahlenkomplex an, da diese Gerade # cine in der Ebene o 
liegende Transversale des zugeordneten Strahlenpaares a, dy ist. Die 
durch die Strahlen dieses Strahlenkomplexes als Beriihrungsgeraden in 
dieser Ebene bestimmte Kurve 2. Grades, wird durch die Beriihrungs- 
geraden 7, , 72, b, c und £ bestimmt. Vier den Punkt V enthaltende und 
in der Ebene (Vk) liegende Strahlen s, , 52, 53, Sa sollen den od 
schen Strahlenwurf (5,52 Sg 54) = —1 bilden, deren Schnittpunkte U, , 
U,,U,, U, mit der Ebene B auf der Geraden k daher auch den harmo- 
nischen Punktwurf (U, U, U, U,) = —1 bilden. Die ske a. ka 
den &,, đ2, Ga, G, dieses harmonischen Punktwurfes und des Punktes 
bilden den harmonischen Strahlenwurf (4, 4, dg 44) = —1 des Strahlen- 
biischels (D), der die Gerade r, in dem harmonischen Punktwurf (R, R, 
Rg Ry) = —1 schneidet. Die Verbindungsgeraden bi, do, da, da dieses 
harmonischen Punktwurfes und des Punktes T bilden weiter den in der 
Ebene| o liegenden harmonischen Geradenwurf (ft tgta) = —1. Die 
durch die Geraden t,, to, fa, ta bestimmten tetraedralen Strahlenkom- 
plexe des Haupttetraeders ABCD sind mit denjenigen ma 
Strahlenkomplexen dieses Haupttetraeders identisch, die durch aii e- 
raden S,, So, Ss, Sa bestimmt sind. Es wurde weiter oben bewiesen, .. 
durch den harmonischen Geradenwurf (S, So 53 54) = —1 ein harmonise Z 
tetraedraler Strahlenkomplexwurf des Haupttetraeders ABCD bestimm 
ist, der sich in dem tetraedralen Strahlenkomplexbiischel*dieses Haupt- 
tetraeders befindet. Die in der Ebene liegenden Strahlen dieser vier <a 
traedralen Strahlenkomplexe hiillen vier Kurven 2. Grades cin, die sic 
in dem durch die Geraden 7,, 7», b, c als Grundberiihrungsgeraden 
bestimmten Kurvenbiischel 2. Grades befinden. Aus den vorher erw&hn- 
ten Eigenschaften derartiger Kurvenbiischel 2. Grades folgt, dass wegra 
(ti to tata) = —1 diese vier Kurven 2. Grades innerhalb dieses Kurven 
biischels 2. Grades in der Ebene o einen harmonischen'Kurvenwurf dieses 
Biischels.bilden. Da die Ebene o jede Ebene des Raumes sein kann, o. 
unsere bisherigen Betrachtungen und Schliisse fiir alle Punkte und Ebe- 
nen des Raumes giiltig sind, gilt auch folgendes: ' 
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Die einen Punkt enthaltenden Strahlen der vier REyrschen tetraedra- 
len Strahlenkomplexe eines harmonischen tetraedralen Strahlenkom- 
blexwurfes bilden einen harmonischen Kegelwurf 2. Grades, und die in 
einer Ebene liegenden Strahlen dieser vier tetraedralen Strahlenkom- 
blexe hiillen vier Kurven 2. Grades eines harmonischen Kurvenwurfes 
2. Grades ein. Die vier gemeinsamen Erzeugenden dieses Kegelwurfes 
laufen durch die vier Scheitel des gemeinsamen Haupttetraeders dieser 
vier tetraedralen Strahlenkomplexe, und die vier gemeinsamen Beriih- 
rungsgeraden.der vier. Kurven des harmonischen Kurvenwurfes in jeder 

bene liegen in den Seitenebenen dieses gemeinsamen Haupitetraeders. 

Es ist offensichtlich, dass anstatt des harmonischen tetraedralen 
Strahlenkomplexwurfes eines  tetraedralen Strahlenkomplexbiischels 
irgendein anderer tetraedraler Strahlenkomplexwurf dieses tetraedralen 
Strahlenkomplexbiischels angenommen werden kann, wo dann das Dop- 
pelverhiltnis der vier Strahlenkegel dieser vier Strahlenkomplexe in 
diesem Biischel in jedem Raumpunkte dem Doppelverhaltnis der vier 
durch die Strahlen dieser vier Strahlenkomplexe einhiillenden Kurven 
2. Grades in jeder Raumebene gleich ist. Ein derartiges Doppelver- 
haltnis kann als das Doppelverhaltnis dieses tetraedralen Strahlenkom- 
plexwurfes bezeichnet werden. 


3. Projektive Zuordnung zweier, dreier und vierer tetraedralen Strah- 


= lenkomplexbiischel und deren Erzeugnisse. Man ordne drei tetraedra- 


len Strahlenkomplexen eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines 
gemeinsamen Haupttetraeders drei tetraedrale Strahlenkomplexe eines 
anderen tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines neuen gemeinsamen 
Haupttetraeders zu. Ordnet man nun jedem vierten tetraedralen Strah- 
lenkomplex des ersten tetraedralen Strahlenkomplexbiischels jenem 
Vierten tetraedralen Strahlenkomplex des zweiten Strahlenkomplexbii- 
schels zu, der mit den drei erw&hnten ein Doppelverhaltnis bildet, das 
dem zugeordneten Doppelverhaltnis der vier zugeordneten tetraedralen 
Strahlenkomplexe des ersten Strahlenkomplexbiischels. gleich ist, so wird 
auf diese Weise eine projektive Zuordnung dieser zwei tetraedralen 
Strahlenkomplexbiischel bergestellt, die der projektiven Zuordnung 


 zweier Kurvenbiischel 2. Grades, oder zweier Strahlenbiischel, oder 


Zweier Punktrcihen analog ist. Jeder Punkt des Raumes wird zum ge- 
Meinsamen Scheitel zweier diesen tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln 
angehčrender projektiv zugeordneter Kegelbiischel 2. Grades, zu denen, 
wie bekannt, die Verbindungsgeraden des Kegelscheitels und der Scheitel 


der Haupttetraeder als Grunderzeugende gehčren. Die in einer Raum- 


ebene liegenden Strahlen der diesen tetraedralen Strahlenkomplexbii- 
Sčheln angeh&renden Komplexen hiillen, bekanntlich, Kurven 2. Grades 
Um, die zwei durch die Schnittgeraden dieser Raumebenen und der 
Šeitenebenen der Haupttetraeder dieser zwei tetraedralen Strahlen- 
omplexbiischel als Grundberiihrungsgeraden bestimmte Kurvenbiischel 
2. Grades bilden. q 


17 RAD su 
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i ier projektiv zuge- 
: d der Tatsache, dass das Erzeugnis zweler proj , 
ordieia Reoelbiichel 2. Grades mit re morala modi ok mi 
: ist,“ a ign ier projek ugeordnet 
4, Ordnung ist, folgt, dass ze sn : coji Ka 
I enkom trahlenkomplex 4. Gr : 
tetraedraler Strahlenkomplexbiischel ein en dag nea 
ie St biindel der Scheitel der beiden Haup 
Die Strahlen der acht Strahlenbiin Mu 
0 en diesem Strahlenkomplex 4. : 
tetraeder gehoren als Strahlen “ar non 
3 i projekti dnete tetraedrale Strahlenkom 
Man nehme jetzt drei projektiv zugeordnete paprom 
Li “P, an, deren Erzeugnis nicht ein einziger bl 
Areta Cl je io, D is des ersten (?,) und des zweiten 
komplex 4. Grades ist. Das Erzeugnis ća Grades K 
' sxbu Ba Strahlenkomplex 4. Grades K,,. 
(P,) Strahlenkomplexbischels sei ein fag eTo earasj— s 
Die Strahlenkomplexbiischel Pi, P, erzeugen tra om 
le St nko lisch P., den Strahlenkomplex Kg 
und die Strahlenkomplexbiischel Pe, a dem mn ruke of mo 
rac i belicbi drei Strahlenkomplexe 4. Gra 
selben Grades. Je zwei beliebige dieser drei Str a 
en immer dieselbe Strahlenkongruenz jemen pie : 
zed oto a Strahlen der Ganji ie e nei eda 
jack i k&nnen. Auf Grund : , 
biischel P,, P», P, betrachtet werden yao ak za a 
dass zwei Strahlenkomplexe 4. Grades (z. B. K,» und Bug dod 
d 16. Klasse schneiden, misste 
Strahlenkongruenz 16. Ordnung und 16. g ra i lonog 
i i i ojektiv z dneter tetraedralen' Strahlenkor 
das Erzeugnis dreier projektiv zugeor de Beers ec je. 
lischel eine Strahlenkongruenz 16. Grades sein. 
SE doge PE letossrudio als Schnitt hd Pig ničian:iparina 
gehčren dieser Kongruenz auch: die Strahlen m | 
dong e etsten Haupttetraeders, sowie auch_ ise hod 
seinen Seitenebenen an, da sich . hee :: jam 
I Me shija za den. 
denfelder in dem  tetraedralen Stra enkomplexbuscne! Pog Me 
ide di rovi tel und der vier Seiteneben: 
Werden die Geraden der vier Schei : dave mona 
sni s Bestandteile des Erzeugnisse 
ersten Haupttetraeders nicht als KEzLi taleanik so BR. 
ei projektiv zugeordneten Strahlenkomplexbiisc x htet, 
Emi . e unserer drei Soableške ovlesbinene Še ua id : 
eine Strahlenkongruenz 12. 'Ordnung und 12. Klašse, a a. : Sri e 
Man betrachte jetzt vier projektiv zugeordnete tetrae a e ler 
komplexbiischel P,, P,, Pz und P,. Drei dieser jaa en : e 4 
Po piksbtisctrel erzeugen, wie wir sahen, eine Strahlen "i > Nm 
Ee Der vierte dieser Strahlenkomplexbiischel kiso jeti 
der drei ersten einen Strahlenkomplex 4. Grades, der . E odi 
Strahlenkongruenz 12. Grades eine Regelflache vom a ej Koš or 
sam hat, da diese Strahlenkongruenz 12. Grades aut AE Pe 
in diesem Strahlenkomplex 4. Grades nicht mn. 5 C > P, sele 
diesen vier tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln , m . . da 
fiir die Herstellung der Za dagra pačtnnjirnoh Rare kim : 42 (ade 
i da sich die Erzeugenden der erzeu a. 
oja ke sao moglichen Strahlenkomplexen 4. jd : a jA 
K.g, Koa und Kg, als Strahlen befinden. Man kann a mI A oo otbleči- 
das Erzeugnis von: vier projektiv zugeordneten tetraedra 
komplexbiischeln eine Regelfliche 96. Grades ist. 
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4. Uber die ReyEschen tetraedralen Strahlenkomplexe mit gleichen 
charakteristischen Invarianten. Drei Punkte B, CG, D in der Bildebene 
nehme man als Scheitel eines Tetraeders ABCD an, dessen Scheitel A 
sich irgendwo oberhalb der Bildebene befindet (Abb. '3a). Eine den 
Scheitel A enthaltende Gerade n schneide die Bildebene im Punkt Ao, 
und eine die Gerade » im Punkt V schneidende Gerade /, schneide die 
Bildebene im Punkte A,. Durch die Gerade list, wie bekannt, cin 
RzyEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD 
bestimmt. Alle die Gerade n schneidenden Strahlen dieses tetraedralen 
Strahlenkomplexes bilden, bekanntlich, Kegel 2. Grades mit auf der Ge- 
raden 2 sich befindenden Scheiteln und einer gemeinsamen in der Bild- 
ebene sich befindenden Basis, die durch die Punkte A,, B, G, D und 
A" bestimmt ist. Dies gilt auf Grund der Tatsache, dass die Strahlen 
des Strahlenbiischels (A,) des Punktes A, in der Ebene (Ayn) zu diesem 
tetraedralen Strahlenkomplex gehčren. Die den Scheiteln A, B, C, D 
des Haupttetraeders ABCD gegeniiberliegenden Seitenebenen bezeichne 
man mit a, 6, y, 8, und die Schnittpunkte der Geraden l, und dieser 
Seitenebenen mit A,, B,, Ci, D,. Die die Scheitel A, B, C, D enthalten- 
den Ebenen der Geraden L, bezeichne man mit a, , Bi, Yi» i. Fir jeden 
Komplexstrahl /, unseres tetraedralen Strahlenkomplexes gilt, wie be- 
kannt, (A, B, CG, D,)= (a; Buy 81). Bezeichnet man die Sćhnittgeraden der 
Bildebene a und der Ebenen %PiNhimita=AA,b=AB,c= 
=A,C,d = A, D, so muss auch (4 8111.91) = (ab cd) gelten. Werden 
die Schnittpunkte der Geraden a, b und der Verbindungsgeraden CD = s 
mit N, R,j bezeichnet, so wird auf Grund des Satzes von PaPPus auch 
(abcd) = (NR, CD) gelten. Eine neue den Punkt V enthaltende Ge- 
rade /, schneide die Gerade a im Punkte A,. Durch diese Gerade I, 
Wird ein neuer REyYEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Hauptte- 
traeders ABCD bestimmt. Durch alle Strahlen l, des Strahlenbiischels 
(V) des Punktes V in der Ebene (Va), wird auf diese Weise der tetra- 

edrale Strahlenkomplexbiischel des Haupttetraeders ABCD bestimmt, 
Die Schnittpunkte A, dieser Strahlen l,.und der Geraden a bilden die 
Punktreihe (a), die mit dem Punkt B verbunden den Strahlenbiischel 
(B) erzeugt. Durch die Schnittpunkte R, der Strahlen des Strahlenbii- 
schels (B) und der Geraden ĆD = s soll die Punktreihe (s) gebildet 


werden, die zu der Punktreihe (4) perspektiv zugeordnet, also (a) A (s); 
ist. Da auf diese Weise durch jeden Punkt A, der Punktreihe (a) ein 
REyEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD 
bestimmt ist, und die Punkte N, G, D der Punktreihe (s) dabei invariant 
bleiben, wird der Wert der charakteristischen Invarianten dieser tetra- 
edralen Strahlenkomplexe dem Wierte des Doppelverhaltnisses (4 bn cn dn) 


=(NR,GD) gleich sein. 
Man nehme auf der Abb. 3 b) die Punkte B, Ć, D als die in der Bild- 
ebene liegenden Scheitel eines neuen Haupttetraeders ABCD an. Fine 
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den Scheitel A enthaltende Gerade n schneide die Bildebene im Punkt 
A", und eine diese Gerade n enthaltende Ebene schneide die Piidebane 
in der Geraden &, die die Verbindungsgerade s= CD im Punkte N 
schneidet. Auf der Verbindungsgeraden s wihle man jetzt einen Punkt 
Ri so, dass die Gleichung (NR, CD) = (NR, CD) befriedigt wird. 
Die Verbindungsgerade BR, = b schneide die Gerade 4 im Punkt A, , 
dessen Verbindungsgerade mit irgendeinem Punkt V auf der zeni 
n mit 1, bezeichnet werden soll, Durch die Gerade L ist, wie bekannt, 
ein REYEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD 
bestimmt, fir den der Wert der charakteristischen Invariante dem Werte 


des Doppelverhiltnisses (NR, € D) = (N R, C D) gleich ist. Auf diese 


Weise kann jedem Punkte R, der Geraden s ein Punkt R, der Geraden | 


s zugeordnet werden, womit gleich auch die projektive Zuordnung der 
Punktreihen (s) A (s) hergestellt ist. Die durch den Strahlenbiischel (B) 
des Punktes B durchgefiihrte Zuordnung der Punkte R, der Lk aj KA 
zu den Punkten A, der Geraden đ ist die perspektive Zuordnung (9 A(a) 
der Punktreihen R, = (s), A» = (a). Durch die Geraden h = VA,, und 
"damit auch auf die beschriebene Weise durch die Punkte A, der Punkt- 
reihe (4), ist der tetraedrale Strahlenkomplexbiischel des Haupttetra- 
eders ABCD bestimmt. Durch beliebige vier Punkte A,, Ag. Ši 2 
der Geraden a sind,. unseren Betrachtungen gemass, vier REyEsc] Bi si 
traedrale Strahlenkomplexe des tetraedralen Strahlenkomplexbiise _ 
des Haupttetraeders ABCD bestimmt. Die perspektive Lage der Pun 


reihen (a) A (5) ordnet den Punkten A, , A,, A4, As der ha! 
die Punkte R,, Ry, R,, Rz der Punktreihe (s) zu, und die projektiv 


Lage der Punktreihen (s) A (s) ordnet diesen Punkten die Punkte 
R,, R,, R,, Re der Punktreihe (s) zu. Durch die perspektive Lage der 
M uhirečken (5) AN (a) werden den Punkten R,, R,, Ba , R, der Punkt- 
reihe (s) die Punkte A,, A,, A,, Az der Punktreihe (a) zugeordnet. Auf 


Grand (s) A (5) folet (NR, CD) — (NR, CD), (NR, CD), — (NR, CD), 
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(NR, CD) = (NR, CD), (NR, CD) = (NR, CD), womit mit anderen 
Worten bewiesen ist, dass die durch die Punktepaare A, A,, AA, 
AA, A; A; auf die beschriebene Weise bestimmten Paare REyEscher 
tetraedraler Strahlenkomplexe der Haupttetraeder ABCD und ABCD 
charakteristische Invarianten gleichen Wertes haben. Auf Grund G)A 


4 _ 


(2), (9/ (9) und (3) (a) folgt weiter (A, 4,4, 49) = (R,R,R, R4) = 


=(R.RRRs) = (4,4, 4, 4,). Da A». A, Au, A; ein ganz beliebig 
gewahlter Punktquadrupel der Punktreihe (2) ist, also dasselbe fiir alle 
Punktquadrupel dieser Punktreihe und die ihnen zugeordneten Punkt- 
quadrupel der Punktreihe (4) gilt, kann auf Grund dessen und aller 


unserer bisherigen Ausfiihrungen und Schliisse folgender Satz aufge- 
stellt werden: 


Ordnet man in zwei tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln zweier 
Haupttetraeder die ReyEschen tetraedralen Strahlenkomplexe gleicher 


charakteristischer Invarianten einander zu, so wird damit die projektive 
Zuordnung dieser zwei tetraedralen Strahlenkomplexbiischel hergestellt. 

Auf Grund dieses Satzes und unserer in Abt. 3 ausgefiihrten Schliisse, 
gelten auch folgende Stze: 

a) Man nehme im Raum zwei Tetraeder ABCD, A! B! CI D! an, deren 
den Scheitelpunkten A, B, C, D, Al, Bl, Cl, D! gegeniiberliegende Seiten- 
ebenen mit a, .f, y, 8, al, B!, y!', 8! bezeichnet seien, und deren keine zwei 
Kanten einander schneiden, und kein Scheitelpunkt in keiner Seitenebene 
liegt. Die Schnittpunkte einer Geraden l, mit den Seitenebenen dieser 
Tetraeder bezeichne man mit An: Bo, Cu, D, resp. Aul, Bal, Cal, Du, 
und die diese Gerade 1, und die Scheitelpunkte A, B, C, D resp. Al, BI, 
C!,D! enthaltenden Ebenen bezeichne man mit ay, Pun, Yn> On, Tresp. 
an, Bul, yn! du! 

Alle Geraden des Raumes, fiir die (A, By C,, Du) = (Al Bal Cd Did) = 
= (an Bu yn 81) = (al Bal yn Šu"), bezuglich der zwei gegebenen Tetraeder 
ABCD und A! B! CG! D! gilt, bilden einen Strahlenkomplex 4. Grades. 

b) Man nehme jetzt noch ein drittes Tetraeder A!! Bu Cu pu mit den 
seinen Scheiteln .AZ!, Bi, Cu, Du gegeniiberliegenden Seitenebenen 
al, BU, yl11, 8 an, unter denselben raumlichen Vorbedingungen beziiglich 
der ersten zwei Tetraćder, wobei jede Gerade /, die Šeitenebenen des 
dritten Tetraeders in den Punkten An, Bull, Cl, Dal! schneidet und 
die Ebenen ap, B,t1, Vni!, dnt! dieser Geraden die Scheitelpunkte A1, Bi, 
€", Dr enthalten. Alle Geraden des Raumes, fiir die beziiglich der drei 


. Segebenen Tetraeder ABCD, AB! CID! und Al Bu CG! DI! (A, B, CG, 


D,) ja (Al Bul Gal Dl) i= (An! Bu! Gull D,!) = (an Bu Yn On) = (ax! Ba 
Va 8) = (ax! Boč! val! 8,21) gilt, bilden eine Strahlenkongruenz 12. Ord- 
nung und 12. Klasse. ' ' 
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c) Wird unter denselben raumlichen NVadjedingtngen uo hi 
drei ersten noch ein viertes Tetraeder A'" BNC e a a Pao 
bei die Schnittpunkte seiner Seitenebenen und der oak im a 
Bil, Cd, Dl! bezeichnet wirden, und die die doe KE , ka 
Cim "DU! enthaltenden Ebenen dieser Geraden an že 7; a i D,) d, 
so gilt Bepa Tr je PALI Bod ki Don m 
arddndri gio Ar 1,1 8 = (gril Bull yntll 8,211). be- 

= (al Bu nl Šu!) = (ant! Bal yn On ) (an u i ote rm 
ita aka ib piavad oj Tetraeder ABCD, A BIG! ek BECID 
und Al! Bl Gu Dl gilt, bilden eine Regelflache 96. : 2 sam 
: i i zwei letzten Fallen vorausgesetzt, dass kein 
šh= _ Bo oetć und keine drei oder vier Seitenebenen der 
Haupttetraeder eine gemeinsame Gerade enthalten. 


4 ommen auf der am 1. VII. 1957. abgehaltenen Sitzung der Abteilung fir 
ngen Bi 
mathematische, physikalische und technische Wissenschaften. 
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VIKTOR SEDMAK 


SUR QUELQUES PROPRIETES 
NON TOPOLOGIQUES AINSI QUE NON METRIQUES 
D'UN COMPLEXE POLYEDRIQUE* 


INTRODUCTION 


* Pour un ensemble (P) partiellement ordonnć, Dvusunik-MirLER [4] 
ont defini ds? comme. le nombre minimal .des ordres totaux L;, dont 
la superposition 11 Li donne lPordre:m&me (?) ou symboliquement 


KL=(P; S) Komm [6] resp. GiNsBURG omnt dćfini a-dimension resp. 


A-dimension de Vensemble (P; E), en ajoutant une condition de plus, 
A savoir que chaque L; soit de type a, resp. a une certaine Proprićtć A. 
Parmis les autres d6finitions de la dimension, comme les fonctions: spć- 
ciales d'un ensemble partićllement ordonnć (P; E), j'ai d€fini dans [8] 


la fonction ds P comme le supremum des ordres totaux ZL; pour lesquels 
omalL=(P;<). Dans ce travail j'ai d6fini Ds resp. Ds aussi, comme 


le nombre cardinal de tous les systemes mutuellement diffćrents ULu; 


L<iZds resp. 1<iZds A la condition que NlL;j=(P;<) pour 


chaque j. 

La topologie combinatoire dans un sens Plus large, examine les pro- 
Prićtćs des espaces topologiques par I'ćtude de I'ensemble partiellement . 
ordonnć de ses couvertures ouvertes ou fermćes (v. [1] p. 58). . 


Le complexe polyćdrique dans un sens large, c'est, d'aprčs ALEK- 
SANDROV [1], chaque ensemble (P; =) partiellement ordonnć, A chaque 
€lćment p auquel est attachć un nombre entier non nćgatif dp, tel que 
de b, Tp, il rćsulte dp, < dp». Par consćquent, chaque complexe po- 
lyćdrique dans ce sens large ne doit pas avoir nćcessairement un com- 
Plexe polyćdrique qui lui serait dual, car en gćnćral, il n'est pas possible 


* Le titre original de: će travail: Netopološka a. nemetrička svojstva poliedarskog 
kompleksa, : 
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d'associer aux ćlćments d'un ordre inverse (dual), les inka < 
non nćgatifs, pour qu'ils puissent former un complexe polyće čipa u 
que le nombre cardinal d'un tel complexe polyćdrique n'est pas limitć, 
chaque complexe polyćdrique ne peut pas avoir sa doni de pas a 
dans l'espace de HiLsERT. Toutefois, les complexes polye riques S 
gćnćralisćs ne sont que des ensembles partiellement ordonnćs particu- 
liers, A savoir sans noyau et de rang S Ny. ' 

Les proprićtćs du ćomplexe restant conservćes par les haj etto 
isomorphes (c'est-a-dire par les transformations sinje a a: eia 
d'incidence), sont les proprićtćs topologiques du complexe, tia k 
plexe est considćrć comme un espace discret, et la thćorie de,ces com- 
plexes est appelće la topologie des complexes [2]. : ' 

* Le but de ce travail est V'ćtude de ces proprićtćs-la. Par jom 
les rćsultats de ce travail ne se rapportent pas seulement aux naa 
gćomćtriques examinćes, mais aussi a toutes celles qui leur sont iso- 
morphes (»vrais« ou »fausses«). 


i di D roprićtć topologique de 
Chaque fonction f (ds, ds, Ds, Ds) est une propričte 1 que 
Mao discret correspondent. Mais quoique ces  fonctions soient = 
proprićtćs non, mćtriques, elles ne sont pas en gćnćral les proprićtćs 
topologiques (v. [8] p. 151 T. &2). MT iu .... 
Dans la troisičme partie de ce travail, j'ai examinć les proprićtćs de 
la fonction Ds, et les figures gćomćtriques ayant Ds comme leurs pro- 
prićtćs topologiques. d . 
Je me servirai de la symbolique employće par STEINITZ-RADEMACHER 
[9], en dćsignant chaque ćlćment X d'un complexe e kolina. anne 
la combinaison des sommets appartenant a X. Les notations et les BI 
res des rćseaux homogčnes du plan sont employćes d'aprčs BILINSKI [ 3 
Nous prouverons: ; MP 
1) dslM,] =n +1, M, ćtant un ensemble quelconque isomorphe 4 
un rćseau rćgulier homogčne de l'espace n-dimensionnel d'EucLIpE, 
exceptć ćventuellement 7 = 4. i m 
2) ds[M] S ds[P] S dslM] +1, M čtant un rčseau quelconque nus 
plan: resp. un ensemble: quelconque des €lements boipedninem, e : 
Pensemble des prismes resp. des complexes polyćdriques, qui sont torme: 
par une transformation parallčle de Vensemble M. > * F 
čme. ji m aturels (X, 9, 2)» 
* 3) Pour un syst&me quelconque de trois nomlbres na Red 
ž aa assez grand, c'est-a-dire plus grand qu'un nombre naturel pi 
minć f(x), il existe un polyčdre P C C, du 'degrć de fermeture y 
degrć de connexion z, tel que ds [P] 2 x. Joka : Nam 
4) ds n'est pas un invariant des complexes polyćdriques de , 
dimensions. KZ. 3 : 
5) Il n'existe pas un complexe polyćdrique du plan m. un od 
ensemble serait semblable A un assez grand ensemble des zm res 
rels et de leurs paires, ordonnć par rapport a la relation C_.. 
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6) Ds =1 est la proprićtć topologique, qui caractćrise Pensemble [J], 
J signifiant soit un intervalle avec ou sans les points extrčmes, ou le 
Point extr&me, soit un ensemble de tout au plus deux points isolćs. 

Pour des raisons de simplicitć et vu la frćquence: du thćorčme, je 
considčrerai comme gćnćralement connu le thćorčme 4.4 (p. 134) de [8] 
que voici: i ' 

Pour chaque polyčdre P on a: drP+1<ds [P]Zv, v ćtant le 
nombre des sommets du polyčdre P et dr P la dimension du polyčdre P 
dans le sens topologique. 


“S 


I. 


DETERMINATION DE ds DES RESEAUX HOMOGENES | 
REGULIERS DE VESPACE n-DIMENSIONNEL D'EUCLIDE 


š “ 
THEoREME 1.1. Pour chaque rćseau rćgulier homogene M d'un plan 
parabolique on a: ds [M] =3. ' 


Ce thćorčme provient de 11 lemmes suivants: 


LEMME 1.1. ds [R [6,6,6]] = ds [Q [6,6,6]] = ds [R[3,3,3,3,3,3]] = 
= ds [Q [3,3,3,3,3,31] = 3. | 


Vu que les rćseaux mentionnćs sont identiques resp. mutuellement 
duals, ils ont la meme ds ([8] L. 5.1). Prenons le rćseau rćgulier homo- 
gčne Q[6,6,6] d'un plan Parabolique, composć de triangles ćquila- 
teraux T;. Prenons ensuite dans le mćme plan le systeme oblique de 
coordonnćes cartćsiennes Q [6,6,6], voir la figure 1. p. 281. (ses unitćs 
de longueur sont ćgales au c6tć du triangle ćquilatćral T; dont le plan. 
est couvert). En ce cas-la a chaque sommet du triangle T; est associć 
une paire de nombres entiers et inversement. Les sommets, c'est-A-dire 
les paires de nombres entiers sont ordonnćs par (1.1). 

Chaque ordre <; du (1.1) doit ćtre complćtć par les autres ćlćments 
de Vensemble [Q [6, 6, 6]]. 

Plagons: chaqun de ces ćlćments x immediatement aprčs le dernier 

sommet de Vćlćment x dans Pordre <; afin que l'6rdre obtenu soit 
Vordre totalement ćlargi de Vordre partiel [0 [6,6,6]]. 
. Pour dćmontrer que les superpositions des ordres totaux Sia Sa, Sa 
dćterminent Vensemble Q [6, 6, 6], nous nous servirons du thćorčme 6.6. 
[8] dont les conditions sont satisfaites par Q [6,6,6], comme d'ailleurs 
Par chaque rćseau M du thćorčme 1.1. resp. thćorčme 1.6.1 


! Selon le T. 6.6, de [8] (A certaines conditions) si Pensemble des permutations des. 
ordres totalement ćlargis de |ensemble [2] dćtermine la relation (v, v) et pour v || p 
la relation » <;v au moins pour un i, alors il dćtermine aussi les autres relations de 
Vensemble P (v. Aussi sa gćnćralisation, Th. 1.4) : 
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On.a prouvć que pour chacun des deux noeuds divers du rćseau 


Q [6,6, 6]:? 5 ' ' 
(a1, 42) E (bi, be), <in<2n <a> 
=> (a, a2) li (di, b»), (4, AQ», bi, bo & D). 


Pour dćmontrer que les ordres (1.1) dćterminent Q [6, 6,6], il faut 
prouver encore que pour chaque triangle T= (d,, d,, dla) & 0 [6, 6, 6] 
et pour chaque noeud (c,, 6) > €I[T:] il existe au moins un ordre <; 
de maničre qu'il soit (1.9). L'ensemble des triangles (Ti) peut &tre dć- 
composć en deux sous-ensembles (1.10) et (1.11). ha 

D'abord on a prouvć la relation (1.9) pour un triangle quelconque de 
Vensemble (1.10). ' . 

Les noeuds (c,, €) du rćseau Q [6, 6, 6] se trouvant sur le demi-plan 
Pit defini par dy—1>c,, satisfont la relation (1.9) dans Pordre total <,. 


Dans ce cas nous avons (1.12) et, vu la convention du complčtement des | 


relations (1.1), nous avons la relation (1.9) satisfaite. ' 
Les noeuds du rćseau Q se trouvant sur le demi-plan P.' resp. Ps 
dćterminć par d,> co resp. du +d +1<a+e, satisfont.la relation 
(1.9) dans Vordre total S, resp. S,. ; 
Les points du plan, se trouvant dans Pensemble P,!U Ps U Pi! cou- 
vrent tout le plan sauf le triangle: .* 
Ta Ud, KI 1, d.), (d, *F b d,), (dy — 1, d, ih 2), 
dont les sommets sont par consćquent les seuls noeuds du rćseau Q pour 
lesquels nous n'avons pas prouvć la relation (1.9). Que la relation (1.9) 
existe aussi pour ces sommets-la, cela rćsulte du (1.13), (1.14) et (1.15). 
Done, la relation (1.9) existe pour tous les triangles T; de Vensemble 
1.10); ' 
De facon analogue pour le cas (1.11) nous avons les demi-plans 
PPP defins par di >c6,d>eojet d, + d, +1<a+ €», ainsi 
que P,*U PU P,? epuisant tout le plan exceptć le triangle meme Tr. 
Il s'ensuit que la relation (1.9) est prouvće pour chaque triangle du 
rćseau Q [6, 6, 6]. Trois ordres totaux (1.1) dćfinissent, donc, le complexe 
polyćdrique [Q [6,6,6]], ce qui fait que le lemme 1.1. est prouvć. 


Si de Vordre (1.1) nous prenons les ordres inverses avec les transfor- 


mations necessaires, alors ils dćfinissent le rćseau dual, c'est-A-dire le 
rćseau des hexagones R [6, 6,6] resp. Q [3,3,3,3,3,3]. 

LEMME 1.2. ds[R [4,4,4,4]] = ds[Q [4,4,4,4]] = 3. : ' 

Demonstration. Dans le rćseau [R [4,4,4, 41] prenons le systčme des 
coordonnćes rectangulaires comme dans la figure 1. Si les noeuds sont 
ordonnćs aussi d'aprčs la rčgle (1.1) et complćtćs par les elements restćs 
du complexe polyćdrique selon la mćme rčgle que dans le cas precćdent, 
alors les trois ordres totaux dćterminent Vordre partiel de Iensemble 


[R [4,4,4,4]]. 


* <a <a <, signifie Pordre formć par la superposition de VPordre Sušee 
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Ki signifie un carrć fondamental quelconque du rćseau [R [4,4,4,4]] 
dont les sommets peuvent ćtre marqućs par (d, , d»), (dy + 1, d,), (d, +1, 
d+1)(d,d, +1). 

Les noeuds, se trouvant sur le demi-plan P,?, resp. P,?, resp. P,?, dć- 
terminć par d,>c,, resp. d,>c,, resp. da +d+2<ec+e,, satis- 


font la relation (1.16), dans Vordre total Ši. 168p- E, resp. Sa. 


Les noeuds du rćseau R [4,4,4,4], dont il pourrait ćtre question, sont 
Nd +2, d)] resp. [(d,, d, + 2)]. Cependant pour eux nous avons 
(1.17) et (1.18). 

Par cela le L. 1.2, est prouvć. 

LEMME 1.3. ds [R [3,12,121] = ds [0 [3,12,12]] = 3. 

Demonstration. Dans le rćseau R [3,12, 12] prenons le systčme oblique 
de coordonnćes comme A la figure 1. 

A Paide de chacune des relations (1.1) nous pouvons ordonner totale- 
ment les nočuds du rćseau sans tenir compte si leurs coordonćes sont 
les nombres entiers ou non. La conclusion de Vincomparabilitć des points 
divers du plan a cause du (1.1) reste la mćme (v. (1.2)-(1.8)), parce que 
la condition 4,, a2, b,, be ED, n'y entre point du tout. 

Pour prouver l'existence de la relation (1.19) il suffit de la prouver 
seulement pour les: polygones que sur la figure sont marqućs par 
L,L,, L,, en 6tudiant, pour L,, le demi-plan x, 0, resp. x, < 0, resp. 
X, -- X > 1, etc. 

Puisque tout polygone Li peut ćtre considerć comme rćsultat d'une 
translation d'un des polygones L,, L,, L,, alors le triangle translatćs 
4, resp. A, resp. A, A cause de Vhomogćnćitć du rćseau ne contient pas 
un seul noeud (c,, 62) E [Li]. Par consćquent, la relation (1.19) existe 
Pour chaque L, et par cela le L. 1.3. est prouvć. 

De facon analogue on peut prouver les lemmes suivants: L.14,L.1,5, 
E. 1.6, L. 1.7, L. 1.8, L. 1.9, en prenant les coordonnćes d'un syst&me 
comme elles sont indiqućes aux figures correspondantes (pp. 285, 287). 

Pour prouver le T. 1.1. il faut examiner encore deux rćseaux, 


LEMME 1.10. ' 
ds[R [4,8,8]] = ds[Q[4,8, 81] =3 


Au lieu de prendre Vordre antćrieur £1:11 faut prendre ,', defini a la 


maničre (1.20). 

Si on prend le systčme des coordonnćes cartćsiennes ainsi qu'il est 
marquć a la figure correspondante, alors les ordres Zi, E, S, dćter- 
minent Vensemble [R [4,8,8]]. 

LEMME 1.11. 

ds [R [3,3,4,3, 41] = ds [Q[3,3,4,3, 41] =3. 

Cela peut ćtre dćmontrć, en prenant le systeme cartćsien comme A la 
figure correspondante, si Von prend Vordre <; du L. 1.10., Vordre &, 
du L. 1.1, et Vordre <, dEfini par (1.21). 

Par les lemmes 1.1—1.11 le thćorčme 1.1 est prouvć. 
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Notons ici que ds[M'] = 4 si M' est le rćseau des polygones rćguliers 
congrus de la surface de la sphčre. C'est la consćquence directe d'un 
corollaire 5.2 de [8]. 

COROLLAIRE 1,1. ds des rćseaux homogenes est une proprićić caracić- 
ristique non-metrique pour discerner le plan parabolique du plan 
sphćrique. 

En analysant les dćmonstrations des L. 1.1-1.11 on aboutit aux gćnć. 
ralisations suivantes: : 

Supposons d'avoir un rćseau du plan, soit P, satisfaisant les conditions 
1), 2), 3) du T. 6.6., 6.9. de [8] resp. T. 1.3. de ce travail. Supposons 
qu'il existe trois systčmes des droites parallčles totalement ordonnćes 
(81: £.), (S2; £2), (Ss: £,), de maničre que chaque point du plan est 
traversć par une seule droite de chaque systčme. Si autour de chaque 
polygone P: &Z [P] il est possible de dćcrire un triangle T; de facon qu'on 
ait (1.22) et (1.23), alors on a: 

THEOREME 1.2.: ds [P] = 3. ' 

Dćmonstration. Les points du plan sont ordonnćs de maničre qu'on 
ait (1.24), (Pordre <; est arbitraire dans le cas A&€Pm->8B). Vu que 
tous les droites p: ne sont pas mutuellement paraličles, pour le noeud A 
quelconque, les demi-plans dćterminćs par la condition A <B, couvrent 
le plan entier, sauf le point A. Il s'ensuit que les relations <; dćtermi- 
nent Vincoparabilitć des points A, B quelconques. Par cela et par le T. 
6.9 de [8] le T. 1.2 est prouvć. 

Le thćorčme 1.2 peut ćtre valable aussi dans le cas od la condition 
(1.23) m'est pas tout A fait satisfaite, c'est-A-dire, dans le cas ou il ya 
des noeuds € [V], qui se trouvent sur les cdtćs du triangle T. Dans 
ce cas il est necessaire qu'il existe un tel ordre <; des points x € pr 
qu'on ait pour chaque noceud x, €Z [V] et chaque % —& [V], (x) C T 
la relation (1.25). 

Le thćorčme 1.2 peut ćtre encore gćnćralisć de maničre A prendre au 
licu de trois systčmes de courbes quelconques, 

Comme exemple nous pouvons prendre les ordres des r6seaux homo- 
gčnes Q qui soint dćterminćs par la transformations duale de l'ordre 
des rćseaux [R], dćterminćs par L. 1:1-1.11. 

Enfin, de facon analogue, nous pouvons gćnćraliser cela pour les 
espaces n-dimensionnels, # & 3 A condition que pour ceux-ci soit dć- 
montrć le thćor&čme analogue au Th. 6.9 de 8, c'est-A-dire le 

TufoREME 1.3. Si Vensemble des ordres totaux pi de Vensemble (S; <) 
contient deux sous-ensembles S, et S,, de maničre que pour chaque 
pažre des ćićments a || b, (a, bEES), il existe au moins une paire des ćlć- 
ments 5, (a) ES, sy (b)EES, de facon qu'on satisfasse les conditions 1), 
2), (p. 287) alors Vensemble des ordres bi dćtermine Pordre < sul dćter- 
mine les relations entre les ćlćments 5,(a) E 8, et les ćlements s,(b) ES. 
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Dćmonstration. A_cause de la derničre condition il existe pour une * 
paire quelconque 4 | > au moins un ordre j de maničre qu'on ait (1.26). 
A cause de la symćtrie, il existe aussi une paire b || a et par consćquent 
la relation (1.27). Par cela le Th. 1.3 est dćmontrć, vu Vexistence des 
ordres 5=j(40) € Zx(40) pour chaque paire a |= b (la relation c < d 


est conservće dans chaque ordre fi). Il faut souligner a la fin, que non 


seulement le Th. 1.3 ne peut pas ćtre prouvć de cette maničre, mais 
aussi qu'il n'est pas valable si ensemble des ordres totaux dćtermine 
les relations entre les ćlćments 5, (a) EE 5, et les ćlćments s, () E S,, 
mais seulement a la condition 1) et sans la condition 2). 

TafoREME 1.4. Supposons que Vensemble (S) ait les mćmes proprićićs 
que dans le thćoreme 1.3. Si Vensemble des ordres totaux bi dćtermine 
la relation des ćlćments dans Vensemble S, qui ne possede pas d'6l6- 


ments comparables, et si pour chaque paire Sillz So, (so EE, sr E S1) 


il existe Vordre (1.28), alors (1.29) est valable. am 
Dćmonstration. A cause du thćorčme 1.3 il suffit de dćmontrer lV'exis- 


. tence de Vordre (1.30). Mais selon la supposition, il existe sy (51) || = S. 
 Ensuite, a cause de la supposition, que les ordres p; dćterminent la rela- 


tion dans Vensemble S, , existe aussi Pordre s, Cj54(8,) Cjs,. Par cela 
on a prouvć (1.30) ainsi que le thćorčme 1.4 m&me. 
Si Pon prend en considćration Pordre inverse, il devient ćvident qu'on 
obtient un thćorčme dćduit du Th. 1.4, en y permutant 5,, S, . 
COROLLAIRE 1.2. 1 ewiste des polytopes, dont Vordre peut ćtre reprć- 
sentć d Paide de Vordre des sommets mćmes (v. Th. 6.10 [8]). 
TAfoREME 1.6 ds [M] =n +1, M, signifiant un rćseau rćgulier ho- 


. mogene de Vespace d'Euclide n-dimensionnel E,, exceptć ćventuelle- 


ment dans le cas n = 4. 
En prenant en considćration le Th. 1.1, il suffit de dćmontrer Th. 1.6. 


Pour les cas # =3, n>> 4, quand le rćseau des cubes n-dimensionnels 


est le seul rćseau rćgulier homogčne. 

Prenons le systčme des coordonnćes cartćsiennes par rapport a un 
cube X" de maničre que les coordonnćes des sommets des cubes soient 
les nombres entiers et inversement. Les points de Vespace E, doivent 
čtre ordonnćs selon leurs coordonnćes a m -+ 1 maničres (1.33) (ou selon 


n 
la definition x=x>r=s (modn); dans le cas S x=.5 x/ Pordre EH 


est choisi librement). Les autres ćlćments du complexe polyćdrique K" 
sont ordonnćs selon la rčgle du L. 1.1. 

Prouvons que pour chaque noeud (c,, 6,...Cn) E [Kr] il existe au > 
moins un ordre &(lE(1,2,...n, n+1)) de maničre qu'on a (1.34). 

Supposons qu'il existe au moins un a <O0. Alors (1.34) est satisfait 
A cause de Pordre <:. Supposons que € N (iE(1, 2...n)) et qu'il 
Y existe au moins un ci >1. Alors (1.34) est satisfait a cause de 
Pordre Zn+1. Supposons a la fin qu'il existe au moins un c; >1 et au 


> omoins un cx =0. Nous pouvons supposer encore sans en diminuer la 
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genćralitć que cu & 1, (k<em<ej), Ce signifiant Vordre des ćlćments 
k, m, j par rapport a VPordre cyclique 1<e2 <... Zen. Alors (1.34) 
existe a cause de 'ordre Ex, De cette maničre, Vexistence de la relation 
(1.34) est d€montrće, puisque (€,, Ce, .+., Cc) € [Kr], (€ (0,1)). 


La demonstration de Vincomparabilitć des noeuds diffćrents est la 


pi s . 7 i , 2 . 
suivante: Puisque les demi-espaces dćterminćs par xi>> x resp, 
n 


i=1 


A (X,, X, ..., %n), cela veut dire que le point A se trouve au moins dans 
un des ordres (1.33) avant un point B (x,,X%,... » Xa) quelconque donnć 
a Pavance. Vu que A est un point choisi arbitrairement, la mćme con- 
clusion vaut pour les points B aussi. 

A Faide du Th. 1.4, le Th. 1.6 est prouvć. 

COROLLAIRE 1.4. ds [K']=n+1. ; | 

C. 1.4 provient du Th. 4.4, [8], et du Th. 1.6 A cause de [K"] C [M]. 

Il est trčs intćressant de comparer C. 1:4 au Th. 4,3 resp. au Th. 6.4 
ke la definition 3.1 (p. 30 [8]) nous avons prouvć pour une circon- 
Ićrence Z (par consćquent pour un cercle) que ds Z = 3. 

COROLLAIRE 1.5. S'] y avait ds pour la sphere 3-dimensionnelle, elle 
serait dsK, = 4. 

C. 1.5 suit du Th. 1.1. ' i kas 

Notons bien, pour les corps ronds: c6nes, cilindres, c&nes doubles, 
C. 1.5 est valable. : ' 

COROLLAIRE 1.6. Bien que le.rćseau des cubes n-dimensionnels M" ait 
ds[M"]) =n +1, (Th. 1.6), pourtant dsKn nexiste pas si n>4; Ku 
signifiant une sphere n-dimensionnelle.. 
C. 1.6 resulte du Th. 6.3. [8]. 


e . . . . \ F 
Zx< Xx couvrent lespace entier sauf le point choisi a volontć 
izo 


II. 


PROJECTIONS ET dy 


Nous pouvons considćrer les projections comme un cas special dide 
tification (v. Th. 6.6 [8]). Chaque cube n-dimensionnel peut čtre a. 
dćrć comme la projection d'un cube n + 1-dimensionnel par laquel € 
ds diminue de 1. D'autre part, un polygone fermć doit ćtre considere 
comme projection d'un certain polygone ouvert de Vespace E,. Par ona 
s€quent la projection peut augmenter ds. Par la suite de ce qui est dćj 
dit on obtient: 
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- totaux, qui reprćsentent Pordre ([M] 


THEOREME 2.1, ds m'est pas un invariant de la projection, 


Considćrons maintenant certains cas de Voperation inverse A celle de 
la projection que nous allons marquer par p. Prenons le rćseau M du 
plan ou ds M = 3. Le complexe polyćdrique qui est formć par.une trans- 
lation parallčle du rćseau M dans une direction qui n'est pas dans le 
plan de ce rćseau, sera dćsignć par [(M)]. Que (2.1) soient les ordres 

;Q). M! sera le rćseau dans lequel 
s'est translatć M et analogiquement par 1 resp. (1', 2) resp. (1, 2/,...) 
un sommet, resp. Varčte, resp. le polygone du rćseau M! dans lequel 
s'est translatć 1 resp. (1, 2) resp. (1, 2,...) du rćseau M. Alors, le com- 
Plexe polyćdrique [p (M)] se compose. des ćlćments [M] [M1] et de tous 
les ćlćments latćraux de la forme (GL 194415 29.11, 2.8.4 


11,21,31,...). De la relation (2.1) nous allons deduire les 4 ordres (2.2). 


Ici 00 LX] signifie un ordre total de Pensemble [.X] obtenu A Paide de 
Vordre o: si au lieu d'un ćlćment quelconque a &T [M] on met un ensem- 
ble totalement ćlargi de tous les ćl&ćments x& [X] dont la projection 
soit Vćlćment a. ' 

Par ex., au lieu de 1 nous metons 1 < 11 <; (1,11) etc. 

Nous avons alors ' 

THEOREME 2.2. ds [p (M)] ek, ' 

Selon le thćorčme citć auparavant, ds [p(M)]. ne peut pas ćtre. <4. 
Pour prouver le Th. 2.2, il suffit de dćmontrer que les ordres (2.2) reprć- 
sentent Pordre de Vensemble [p (M)]. x 


COROLLAIRE 2,1. Le complexe Polyćdrique de Pensemble des. prismes 
disjoints de la mćme hauteur, dont les bdses donnent un rćseau: homo- 
gčne du plan parabolique, a le ds = 4. : 


ALEXANDROFF-HoPr ([2] p. 276) donnent la dćfinition de la fermeture 
irrćductible. Le complexe »-dimensionnel fermć K s'appelle, »irreducti- 
blement« fermć si aucun vrai sous-complexe 2-dimensionnel de K n'est. 
fermć. Cette definition peut ćtre gćnćralisće si pour un complexe fermć 
n-dimensionnel X nous disons qu'il est de degrć de fermeture y, dans le 
cas et seulement dans le cas s'il reste un complexe x2-dimensionnel fermć 
en ćliminant les y-1 et tout au plus y-1 quelconques de ses ćlćments 
n-dimensionnels, ' 


COROLLAIRE 2.2. Pour une paire quelconque de nombres naturels (x, y) 
il existe un complexe polyćdrique P CC, de degrć de connexion x et 
de degrć de fermeture y de manire que ds[P] =4. ' 


C. 2.2 rćsulte du fait qu'un tel complexe P provient, de [P(M)] si 
nous ćliminons un certain ensemble d'€l6ments. ' 
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Les gćnćralisations du thćorčme 2.2 


Supposons qu'avec le rćseau M! on ait fait le mčme procćdć qu'avec 
le rćseau M"=M dans le Th. 2.2 de facon que [P(M9)] /\[» (M)] => M. 
Le complexe polyćdrique obtenu sera dćsignć par [p? (M9. Definissons 
en gćnćral [p"*!(M%)] comme un complexe polyćdrique qui provient 
de [p"(M%] de maničre qu'avec le rćseau M" on a fait la meme trans- 
formation de facon que [p"(M%]/\ [b(M")] = [Mr]. Si n—> oo, alors 
lim [p"(M%] doit čtre dćsignć par [7“ (M*)]. Sans doute, [?“(M%] peut 


nn» 


: Kus? : . 
remplir.le demi-espace entier. Mais, s'il ne le fait pas, alors ćvidemment 
il existe un rćseau lim M" = M“ et alors nous pouvons poursuivre le 


n—>ow , 
meme procćd€ qu'avec M". Par consćquent, pour chaque a < o, on peut 
dćterminer un procćdć de facon que [p“ (M*)] ćpuise une partie resp. 
pour les nombres ordonnćs de la II“ espčce rw aussi et le demi-espace 
entier. Dans ce cas M"“ = v (vide). Alors d'aprčs la definition, on met 
[p"“ (M%)] = [Mr] \Y [b*(M%)]. De cette fagon on obtient 

ra 


< 
THEOREME 2.3. ds [p" (M%)] = 4. 


Demonstration. Les 4 permutations (2.3) reprćsentent Vensemble 

[p2 (M9. Kaf 

Si dans (2.3) un certain ensemble n'existe pas, alors on met A sa place 
un ensemble vide v, de maničre que pour chaque x 5 vw, v <ix. Ensuite, 
pour les nombres ordonnćs de la II“ espčce la relation 030[p"“ (M9)] .. 

[""-'(M%] dans VPordre Sz doit signifier 0,0 M"*, tandis que dans Vordre 

Z, nous ne prenons pas les cas m = r,w, resp. n =no Notons encore 
que dans les permutations (2.3) oo [X] a la mčme signification que dans 
le thćorčme 2.1. : 

En rćalitć, si zn et 72 ne sont pas des nombres voisins, alors les permu- 
tations , et <, elles-mćmes dćterminent leur incomparabilitć. Si pour- 
tant ils sont voisins, alors la conclusion du Th. 2.2 est valable pour 
€ux aussi. : : 

Le procćdć du Th. 2.3 peut čtre appliquć m&me dans le cas odu au 
licu de Vensemble bien ordonnć des nombres ordinaux <a on prend un 
ensemble isolć quelconque des nombres rćels. 

COROLLAIRE 2.3. L'espace G, peut ćtre rempli par un rćseau de 
prismes dont la dimension ds = 4. . 

Vu que ds est une proprićtć non-mćtrique, il n'est pas essentiel que 
dans les thćorčmes precćdents les transformations soient parallčles et 
que les polyčdres soient vrais (v. [1]). 

Le procćdć du Th. 2.2, resp. 2.3 peut čtre appliquć aussi d Pensemble S 
des ćlćments, qui est ordonnć par rapport d la relation C, S n ćtant pas 
un polyedre, pas plus qu'un polytope. Dans le Th. 2.2 resp. 2,3 it s'agut 
en rćalitć, d'une multiplication combinće [M] X [S], SCG,. 
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COROLLAIRE 2.4, I] existe un polytope n-dimensionnel de degrć de 
connexion z dont ds=n +1. 


THEOREME 2,4. Pour un systeme quelconque de trois nombres (& 3%, 2) 
z ćtant assez grand (čest-d-dire plus grand quun nombre dčterminć 
naturel f(x)), 4 existe un poličdre P C Gy, de degrć de fermeture y et 
de degrć de connexion z de facon que ds [P] > x. 


Dćmonstration. Prenons un polyčdre R defini dans le Th. 6.3, [8] dont 
ds[R] žn. Supposons, sans en diminuer la gćnćralitć, que dans l'en- 
semble des permutations hi, i > 4 il existe au moins deux permutations 
?3, Da qui se terminent par deux faces diffćrentes P,,P.EI[N]. 


Prenons a Vintericur du polygone P, resp. P» un polygone Q,* resp. 
Q,“ qui sont lićs avec un complexe polyedrique [?*(Q,%)] se trouvant 
a Vintericur du polyčdre R, et isomorphe avec [p“ (M?)]. Le prisme 
du complexe [7“ (Q,%)], dont une base est Q,0 resp. Q,“, sera dćsignć 
par #(Q,%) resp. par 8(Q,*). Les ćlćments du complexe [< (Q,9)] \ 
(Q,9\/ 8(Q,9) \V QV B(Q,2)) seront marqućs par T! et disposćs en 
ordre selon la rčgle du Th. 2.3, et les ordres obtenus (2.3) seront dćsignćs 
Vun aprčs VPautre par T,l, T,l, TA, T,t. Dans Vensemble [R] ainsi que 
dans toutes les permutations p; a la place de Vćlćment P, resp. P, on 
mettra Vćlćment P,! resp. P,! definis A la maničre (2.4). 

L'ensemble obtenu sera dćsignć par [Ri] et les permutations corres- 
pondantes par (R!, b:), dans lesquelles on placera les ensembles Tt A la 
maničre (2.5). T:!, pour # > 4, peut ćtre un ordre quelconque T;!, i < 4. 
Les permutations (2.5) reprćsent le complexe Ti \/ [R1]. 

Le meme procćdć peut ćtre rćpćić A volontć plusieurs fois de facon 
qu'on ait (2.6). 

En gćnćral, servons-nous des notations (2.7). Selon les conventions 


identiques aux prćcćdentes ainsi que selon la convention que \/ X; signi- 


fie un ordre total quelconque de Vensemble \/ Xi, qui ne change pas la 
relation entre les ćlćments comparables de eje srksle X:, Pensemble 
S = \/ T!\/ [R"] est reprćsentć par Jes permutations (2.8). En eliminant 
certains €l&ćments de Vensemble \Z Ti resp. p“ (Q9) de Vensemble S, le 
degrć de connexion de S resp. degrć de fermeture de S, peut čtre 
augmentć resp. diminuć, a volontć. Enfin, A cause des conditions (2.6), 


Vensemble S possčde la proprićtć A", [8], p. 148, etainsionadsS >n. 
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III 


UNE NOUVELLE PROPRIETE TOPOLOGIQUE 
DE LINTERVALLE ET QUELQUES REFLEXIONS 
GENERALES 


TaEoREME 3.1. ds nest pas un invariant des complexes polyćdriques 
2-dimensionnels, . 

Dćmonstration. Prenons un polyedre simple quelconque J. Dans ce cas 
ona: dslJ] 24. mt, Mi a 

Prenons une face quelconque P; &- [J] qui vient immediatement avant 
J au moins dans une des permutations ds [J] Kim a gorio raj I et dć- 
signons-la par gi. Prenons ensuite un polygone simple quelconque 
Pi €Eint ple complexe 2-dimensionnel_(([L]] \ P;\J)\V (IPe] \ PU 
(P;\Px)) sera marquć par V. Nous avons alors (3.1). De la relation 
(3.1) et du Th. 1.1 provient le Th. 3.1. a rearo 

Notons ensuite que dans les cas examinćs, dans lesquels j'ai dćterminć 
ds m&me des rćseaux du plan qui ne satisfont les conditions du Th. 1.3, 
je n'ai trouvć aucun cas ot ds puisse čtre >> 4. A cause du Th. 1.2 il ne 
me parait pas impossible que: 


supdsJ < No, JC Gas. 
J 


Le lemme suivant contribue a cette hypothčse. NJ ' 

LEMME 3.1. Dans le plan il n'existe pas un complexe polyćdrique, ra 
ordonnć par la relation C. soit directement ou inversement semblab e 
A Pensemble des nombres naturels 1,2,...n et de leurs paires, ordonnćes 
par rabport dC, sin >4. ' 

Il me semble intćressant de souligner encore ceci: ' 

A chaque partition de Pespace on peut ajouter un ensemble baron: 
ment ordonnć de facon que Padhćrence des parties de Vespace. s. 
ordonnće par CC. D'autre part chaque polyčdre peut ćtre const e 
comme une certaine partition de Vespace. Cependant, ds des corps gćo 
mćtriques considćrćs comme des cas de limites du complexe polyćdrique, 
d'un cćte, et comme la partition de Vespace, de Vautre, ne sont pas 

icessairement ćgaux. ' 
jar par iska le cercle X, comme une partition du plan en A 
confćrence K, int K et ext K, a ds = 2, mais pris comme un cas limi 
des polyčdres simples il a ds = 3. = 

7 roka ata allons dćfinir encore deux proprićtćs Ds (Ds) des 
espaces discrets. e 

Dlebnos 3.1. Soit A, un ensemble quelconque de ds (ds) aii 
totaux, qui reprćsentent Pensemble (S; <). Le nombre cardinal de o 
les ensembles mutuellement diffćrents kiAn, An,...), (An ff Au) se 


marquć par Ds (Ds).. 
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LEMME 3.2. Si S est un ensemble de n>1 Points isolćs, alors 
n! 
Ds [S] = KJ 


LEMME 3,3. Si dsS = 2, S > 0, O ćtant un polygone ouvert et < 
n'importe lequel des ordres totaux qui reprćsentents [S], alors la relation 
(3.3) est impossible. 

A la base des deux lemmes prćećdents on dćduit 

LEMME 3.4. Si Pensemble S (m, n) est composć de m >1 polygones 
disjoints ouverts, parmi lesquels peuvent se trouver les polygones sans 
Points extrćmes, avec un ou avec deux points extremes, et de n 20 


“points isolćs, alors on a (3.4). 


A la base de ce lemme et du thćorčme de la bipartition du segment - 
(Th. 2.4, [8]) nous avons 

THEOREME 3.2. Dg est une proprićić topologique de Pensemble S(m,n). 

THEOREME 3.3, Dg = 1 est une proprićtć topologique, caracićristique 
pour Pensemble S (m, n) D>vwm=1n=0 rep. m=0nE(1,2). 

Dćmonstration. Que Ds soit une proprićtć topologique des ensembles ' 
susmentionnćs cela provient du Th. 3.2. Pour dćmontrer que Dg est aussi 
une proprićtć topologique caractćristique, nous devons dćmontrer que 
ce nest pas une proprićtć topologique d'un ensemble quelconque 
B=> S(m,n). 

Supposons que B contienne un polygone Z isolć simple. Alors nous 
Pouvons representer B avec les permutations obtenues par lelargisse- 
ment de Vordre (3.5). 

Vu que Ds n'est pas une proprićtć topologique de Iensemble [Z], il 
s'ensuit qu'elle ne l'est ni de Pensemble B. Par consćquent il nous reste 
le cas que B contient un sous-ensemble U de la forme (0, 1,2, 3, (01), 
(0, 2), (0, 3)) ordonnć par rapport a CC. . 

Etant donnć que ds(U; CC) = 3, nous avons aussi ds [B] 23. 

Vu que pour reprćsenter une bipartition du segment (0, 1) deux per- 
mutations suffisent, a Vocasion de chaque bipartition se forment au moins 
trois nouvelles maničres diffćrentes pour sa representation. Par cela 
le Th. 3.3 est prouvć. 


Enfin, entre ds et Ds il existe une intćressante diffćrence. Pour ds on a: 


KCY=dsX<EdsY. 
Au contraire, pour Dg nous avons: 
LEMME 3.5. ZETEBIDK& DY... 
KDOYPDsX<DsY. 


Acceptć le 28 mars 1957 dans la session de la classe des sciences mathćmatiques, 
Physiques et techniques. 
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VIKTOR SEDMAK 


NETOPOLOŠKA A NEMETRIČKA SVOJSTVA 
POLIEDARSKOG KOMPLEKSA 


UVOD 


Za neki djelomično uređeni skup (P) definirali su Dusanig-MILLER 
[4], ds P kao minimalni broj potpunih proširenih uređenja L, čija super- 
pozicija II Li, daje sam skup (P; <), ili simbolički: Hbk=(P; <) 


Komm [6] je definirao a-dimenziju skupa (P; <) na sličan način, s time 
da svako L; bude tipa a, a GinsBuRa [5] A-dimenziju, ako svako Li ima 


određeno svojstvo A. U svom radu [8] definirao sam funkci ju dsP kao su- 
prem broja potpunih proširenih uređenja Li, za koja vrijedi NL=(P;£). 


U ovom radu definirao sam Ds, odnosno Ds, kao Kardicalal broj svih 
međusobno različitih sistema IL, 1Zi<Z ds, odnosno 1<i< ds, 
tako da bude II L4,; = (P; <) za svaki j. Osim navedenih ima i drugih 


definicija dimenzije kao specijalnih funkcija nekog djelomično uređe- 
nog skupa (P; <). ' 
Pod poliedarskim kompleksom u širokom smislu riječi razumijevamo 
Po ALEKSANDROVU, [1] (str. 154), svaki djelomično uređeni skup (P; <), 
čijem je svakom elementu p pridružen neki ne-negativni cijeli broj dp, 
tako da iz by <p, slijedi db, < dp, . Prema tome svaki poliedarski kom- 
pleks ne mora imati svoj dualni poliedarski kompleks, jer općenito nije 
moguće elementima inverznog (dualnog) uređenja pridružiti ne-nega- 
tivne cijele brojeve tako, da bi oni tvorili poliedarski kompleks. 
Također, s obzirom na to, da kardinalni broj takva poliedarskog kom- 
Pleksa nije ograničen, to svaki poliedarski kompleks ne može imati svoju 
realizaciju ni u HrrseRTovu prostoru. Ipak i tako općeniti poliedarski 
kompleksi su tek specijalni djelomično uređeni skupovi, t. j..oni, koji 
su bez jezgre, a ranga < w, [7]. 
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U ovoj radnji mi ćemo s LX] označavati poliedarski kompleks, koji 
pripada nekoj geometrijskoj tvorevini .X, čiji su elementi, odnosno nji- 
hove prostornosti uređeni relacijom inkluzije CL. Kod toga ćemo se, kao 
i u [8], služiti simbolikom, koju upotrebljava već ranije i STEINITZ- 
RADEMACHER [10]. 

Kombinatorna topologija, u širokom smislu riječi, proučava svojstva 
topoloških prostora putem izučavanja djelomično uređenog skupa nji- 
hovih otvorenih ili zatvorenih prekrivača, v. ALEKSANDROV, [1]. 

Svojstva kompleksa K, koja ostaju uščuvana kod izomorfnih presli- 
kavanja, jesu topološka svojstva kompleksa — gdje je kompleks shvaćen 
kao diskretni prostor, a nauka o tim kompleksima naziva se Topologija- 
kompleksa [2]. ' 

Invarijante spomenutih izomorfnih preslikavanja (t. j. preslikavanja, 
kod kojih je obostrano uščuvan odnos incidencije), jesu svojstva pri- 
padnog djelomično uređenog skupa [X]. Proučavanju tih svojstava pri- 
pada i ovaj rad. 

Prema tome rezultati ovog rada ne odnose se samo na promatrane 
geometrijske tvorevine, već i-na sve one (»prave« ili »neprave«, t. j. 
homeomorfne »pravima«), koje su s njima izomorfne, 

Iz dva razloga sam uzeo u razmatranje baš te tvorevine. 

Prvo, želio sam ustanoviti, da li se pojedino svojstvo (na pr: pravilnost 
homogenih mreža) znatnije odražava i dalje, na pr. kao njihovo »ne- 
metričko« svojstvo (isto ds u svima pripadnim djelomično uređenim 
skupovima). 

S druge strane, nisam uzimao drugačije realizacije istih djelomično 
uređenih skupova, jer mi se činilo, da ću baš na promatranima najjedno- 
stavnije doći do rješenja, koja naravno vrijede i za sve ostale realizacije. 

Napomenimo, da svako svojstvo skupa [K] nije općenito topolo- 
ško svojstvo skupa K, premda je njegovo nemetričko svojstvo, kao 
na pr. dsl[C] (str. 151, T. 6.7) [8]. Međutim, svako svojstvo skupa 


[X], dakle i svaka funkcija f (ds, ds, Ds, Ds) je topološko svojstvo pri- 
padnog diskretnog prostora. 

Oznake i slike homogenih mreža ravnine uzeo sam prema BILINSKOM [3]. 

U prvom i drugom dijelu radnje proučavao sam svojstva funkcije ds, 
osobito obzirom na homogene mreže i projiciranje, a u trećem dijelu 
svojstva funkcije Ds, kao i dalja svojstva funkcije ds. 

U ovom radu dokazano je među ostalim: 

1. ds[Mn] =1n +1, gdje M, znači bilo kakav skup izomorfan nekoj 
pravilnoj homogenoj mreži n-dimenzionalnog euklidskog prostora, osim 
eventualno za n = 4. 

2. dslM] Sds[P] Sds([M] +1, gdje M znači bilo kakvu mrežu 
ravnine, odnosno bilo kakav skup poliedarskih elemenata, a P skup pri- 
zama odnosno poliedarskih kompleksa, koji nastaju paralelnim pomi- 
canjem skupa M. 
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3. Za bilo koji sistem od tri prirodna broja (x, y, 2), gdje je z do- 
voljno velik, t. j. veći od određenog prirodnog broja f (x), postoji polie- 
dar P CG, stepena zatvorenosti y, i stepena povezanosti z, tako da bude 
ds [P] 2 x. 

4. ds nije invarijanta dvodimenzionalnih poliedarskih kompleksa. 

: 5. Ne postoji poliedarski kompleks ravnine, čiji bi podskup bio sli- 
čan dovoljno velikom skupu prirodnih brojeva i njihovih parova ure- 
đenom s obzirom na relaciju CC. 

6. Ds = 1 je topološko svojstvo, koje je karakteristično za skup 
im, n), gdje je m skup homeomorfan skupu disjunktnih intervala sa ili 

ez krajnje točke, odnosno krajnjih točaka, a n skup od najviše dvije 
izolirane točke. 

Na kraju istaknimo slijedeće: 

Zbog toga, što često dolazi, pretpostavljat ćemo da je poznat teorem 
T. 44 (str. 134) iz [8], pa se ne ćemo posebno na njega pozivati. Taj 
teorem glasi: 

Za svaki poliedar P vrijedi: drP +1 S ds[P] < v, gdje v znači broj 
vrhova poliedra P, a dr P dimenziju poliedra P u topološkom smislu. 


L 


dg PRAVILNE HOMOGENE MREŽE »-DIMENZIONALNOG 
EUKLIDSKOG PROSTORA 


TEOREM 1,1. Za svaku pravilnu homogenu mrežu M paraboličke 
ravnine vrijedi: 
ds [M] =3. 


Teorem 1.1 izlazi iz ovih 11 lema: 


LeMA 1.1. ds[R[6,6,6]] = ds [Q [6, 6, 61] = ds [R [3,3,3,3,3,3]] = 
= ds [Q [3, 3, 3,3,3,3)] = 3. 


S obzirom na to, da su spomenute mreže identične, odnosno među- 
sobno dualne, to one imaju isti ds, v. [8] (L. 5.1). Dovoljno je prema 
tome dokazati, da je na pr. ds [Q [6,6,61] = 3. 


Uzmimo pravilnu homogenu mrežu Q [6, 6, 6], (v. sliku 1), parabolične 
ravnine sastavljenu od samih istostraničnih trokuta T;, Uzmimo nadalje 
u istoj ravnini kosi Kartezijev koordinatni sistem, čije se osi podudaraju 
sa dva pravca mreže Q [6,6,6] kako je naznačeno na slici str. 281, a 
jedinične dužine na njima jednake su stranici istostranog trokuta Ti, 
kojima je ravnina pokrivena. Tada je svakom vrhu trokuta T; pridru- 
žen jedan par cijelih brojeva i obrnuto. Vrhove, t. j. uređene parove 
(varijacije) cijelih brojeva uredimo na ova tni načina: 
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(X, X2) Cu (X1,) X2) > xa > Xr V 
i V xAi=xX, Xa > X 
(1.1) (1, X2) Ca (Xr, X2) > x2 > x2. V 
Vm=X%, <a 
(X1, X2) Ca (X1, X2) &> Xi ba<ar -hxz V 
Vox-hxa=x +x2, %1 > X 


Svako uređenje <: u (1.1) dopunimo preostalim elementima x» skupa 
[Q [6,6,6]]. Svaki takav element x stavimo neposredno iza posljednjeg 
vrha elementa x u uređenju <:, da dobiveno uređenje bude potpuno 
. prošireno uređenje uređenja skupa [Q [6, 6,6]]. i 

Da dokažemo, da superpozicije potpunih uređenja ,, Z», S, odre- 
đuju skup Q [6,6,6] poslužit ćemo se teoremom 6.6 iz [8]! čijim uvje- 
tima zadovoljava Q [6,6,6] kao uostalom i svaka mreža M iz teorema 
1.1, odnosno 1.6. 


Dokažimo najprije, da za bilo koja dva različita čvorišta mreže 
Q [6, 6, 6] Lo besi 
(a, a»)#E(b., b»), (41, đ2, bi, b,& D), 

<ill <21lI <= (a , a2) l (bi, Db). 


Možemo pretpostaviti, a da se time ne gubi ništa na općenitosti, da 
jeažb,. SA 
Pretpostavimo najprije, da je: 


(1.2) 41 > bi 
Zbog (1.1) tada imamo: 
(1.3) đa > bi > (a1; 42) Ci (bu, Db») 


s jedne strane, a s druge strane 

aa>b, a<be> (a, a2) >2 (Du, Do) 

a>b, a2 Zb> (a, 42) >: (bu, D») 

Iz relacija (1.3), (1.4), t. j. iz pretpostavke (1.2) slijedi (a, , 42) || (b,, D»)- 
Pretpostavimo sada, da je ' 

(1.5) a=bi.. 


Možemo nadalje pretpostaviti, a da se pritom također ništa ne gubi na 
općenitosti ' 


(1.6) a» >», 


(1.4) 


1 Prema T 6.6 iz [8] uz neke uvjete, koji su u promatranim slučajevima zadovo- 
ljeni, ukoliko skup permutacija potpunih proširenih uređenja skupa [P] određuje 
odnos (v, v), te za v || p odnos p <; v za barem jedno i, onda on određuje i sve ostale 
odnose skupa [?] (v. također njegovu generalizaciju, T 1.4 str. 288). 

2 </1 <, II <, znači uređenje, koje nastaje superpozicijom uređenja <,, x, <a. 
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tada imamo: : 
(1.7) : a=b,a.>b= (a1, a») <2 (di, b») 
(1.8) da=b,da>b> (4, a2) >s (di , b»). 


Iz relacija (1.7) i (1.8), £. j. iz pretpostavke (1.5) slijedi | 
što je vrijedilo i uz pretpostavku (1.2). via jesi Urea Ja, fa ( 


MITSKE 


pm AVES) 
mw a2at 
NAZAD 


RG3,12, LALA AseeaN2N7 v 


S 


o es i on neuporedivost različitih čvorišta (vrhova) mreže 
<N<lI<,> (a, a) | (2, D,) . 
Da dokažemo, da uređenja (1.1) određuju Q[6,6,6] treba još da 
dokažemo, da za svaki trokut T; i svako čvorište (c, , 2) — E [T:] postoji 
barem jedno uređenje C;, tako da bude 


(1.9) "Mia, e) (a. aED). 
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Skup trokuta (T:) možemo rastaviti na dva podskupa, i to 


(1.10) Ty) = (4 (d,, d2), (di, da +1), (di—1, do + 1)), 
' (di, d, & D) 

(1.11) (Ta) = (4 (di, d2), (di +1, d2), (di, de +1), 
(di, d, ED). 


Dokažimo najprije relaciju (1.9) za bilo koji trokut skupa (1.10), 
Čvorišta mreže Q [6, 6, 6], koja se nalaze u poluravnini P,! definiranoj 
nejednadžbom d,—1>c, zadovoljavaju relaciju (1.9) u potpunom 
uređenju S,. Tada naime imamo: 


(112) (4, A&+1)<i(di d)<i(di—1 d+) <i(c1, 6), 


pa zbog dogovora o dopunjavanju relacija (1.1) imamo zadovoljenu 
relaciju (1.9). 

Analogno, čvorišta mreže Q, koja se nalaze u poluravnini P,!, odno- 
sno Pg! određenoj nejednadžbom d,>c,, odnosno dr +d+1<ca+te,, 
zadovoljavaju relaciju (1.9) u potpunom uređenju <, odnosno £;. 

Točke ravnine, koje leže u skupu P,t\/ P.t\/ Pi iscrpljuju čitavu 
ravninu, izuzev trokut T = (4(d,—1, do) (dy +1,d,), (di —1,d, +2)), 
čiji vrhovi su prema tome jedina čvorišta mreže Q, za koja nismo doka- 
zali relaciju (1.9). Dokažimo, da relacija (1.9) postoji i za te vrhove. 

U potpunom uređenju ,, odnosho S», odnosno <, imamo 


(113) (4, &+1)...<i(d1,d2)...<i(di—1,d2+1)...<iAdT< 
<i (di—1, do»), 
odnosno ' 
(1.14) (di—1,d2 +1)... <2 (di, do +1) +. Ca (d,,d2)... <24T <, 
: <>2 (d, + 1, d2), 

odnosno 
(1.15). (du, do)... Ca(di—1,d2--1)... <a (di,d2 --1)... <34T <a 
<a (di—1, da + 2). 


Prema tome relacija (1.9) postoji za svaki trokut T; skupa (1.10). 

Analogno za slučaj (1.11) imamo poluravnine P,2, P,?, P? defi- 
nirane nejednadžbama dj >c,,d,>6,d+d+1<ec, +e, tako da 
P?\/P?\/P iscrpljuje čitavu ravninu izuzev sam trokut Tž. 

Prema tome relacija (1.9) je dokazana za svaki trokut mreže Q [6, 6, 6]. 
Tri potpuna uređenja (1.1) određuju dakle poliedarski kompleks 
[Q [6, 6,61], čime je lema 1.1 dokazana. . 

Ako uzmemo od uređenja (1.1) inverzna uređenja s potrebnim trans- 
formacijama (v. [8] L. 5.1), onda ona određuje dualnu mrežu, t. j. 
mrežu šesterokuta R [6, 6,6], odnosno Q [3,3,3,3,3,3] (v. sliku 1). 
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LEMA 1.2. ds [R[4,4,4, 41] =ds[Q[4,4,4,4]] = 3. 

,. Dokaz: U mreži [R [4,4,4,4]] uzmimo pravokutni koordinatni sistem, 
čije se osi podudaraju sa dva pravca mreže, kako je naznačeno na slici 
str. 281, a jedinična dužina je jednaka stranici osnovnog kvadrata mreže. 
Ako čvorišta uredimo također Po propisu (1.1) i nadopunimo s preosta- 
lim elementima poliedarskog kompleksa po istom pravilu kao u pret- 
hodnom slučaju, onda tri dobivena potpuna uređenja određuju djelo- 
mično uređenje skupa [R[4,4,4,4]]. Neuporedivost čvorišta dokazuje 
i na isti način kao i u L. 1.1. Dovoljno je dakle dokazati postojanje 
relacije 


(1.16) [Ki] < (6, 62) za svako (€), 6) AE [Ki]. 


Ki neka znači bilo . og: kvadrat mreže [R [4,4,4,4]], čije vrhove . 
možemo označiti sa (d,, d,), (dy +1, d.), : ; 
dd) (d,, d2), (d, 2) (A+1,d+1)(d,d,+1); 

Čvorišta mreže R[4,4,4,4] koja se nalaze, slično kao i u prethod- 
nom slučaju, u poluravnini P,? određenoj nejednadžbom d, > Ci, zado- 
voljavaju relaciju (1.16) zbog uređenja <,. Analogno čvorišta mreže 
R [4,4,4,4] koja se nalaze u poluravnini P,*, odnosno P,? određenoj ne- 
jednadžbom d, > c,, odnosno nejednadžbom d+d,Zc + c,, zadovo- 
ljavaju relaciju (1.16) zbog uređenja ,, odnosno S, . Budući da točke 
ravnine, koje leže u skupu Po PŽ? P? iscrpljuju čitavu ravninu 
izuzev trokut ((d,, d,), (d, +2, d,), (d,, dea + 2)), to čvorišta mreže 
R [4,4,4,4], koja bi mogla doći u pitanje, jesu (d, + 2, do), odnosno 
(d,, do + 2). Za njih međutim vrijedi 


4117) (dh)... <a (GH d+1)..<2(d, đ2),... <a 
<2 (di + 1, d»), ... <2 Ki <» (di 2+ 2 d»), 
(1.18) (d,, d»), + <3(đi+1d2),...<3(d,,d2+1),... <; 
<s(d1+1d2+1)...<:Ki<a (dy, do -+ 2). 

Time je lema 1.2 dokazana. 

LEMA 1.3 ds[R[3,12, i =&0[3,12)1=4 

Dokaz: U mreži R [3, 12,12] uzmimo kosokutni koordinatni sistem, 
kako. je naznačen na slici str. 281. Tada, zbog istih razloga kao i u pret- 
hodnim lemama, ukoliko elemente poliedarskog kompleksa R [3, 12, 12] 
uredimo ma isti način kao i u lemi 1.1, dovoljno je pokazati, da za svaki 
poligon L; promatrane mreže i svako čvorište (c,, €) E [LI], postoji 
barem jedno potpuno uređenje, tako da bude 
(1.19) [L:] <j (Ci, C2), (Ci, C2) € [Li]. 
Pomoću svake od relacija (1.1) možemo naime potpuno urediti čvorišta 


zm bez obzira na to, da li su njihove koordinate cijeli brojevi ili nisu. 
aključivanje o neuporedivosti različitih točaka ravnine zbog (1.1) 
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ostaje potpuno isto (vidi (1.2) -(1.8)), budući da u njima nigdje ne do. 
lazi uvjet, da je 4,,04,b,, ED. : 

Da dokažemo postojanje relacije (1.19), dovoljno je to dokazati samy 
za poligone, koji su na slici označeni sa L, L, L,. ' 

U slučaju L, sve točke ravnine, koje se nalaze u poluravnini P,3 odre. 
đenoj nejednadžbom x, <O0 zbog relacije S,, zadovoljavaju (1.19). 
Točke koje se nalaze u poluravnini P,%, odnosno P;š određenoj nejed- 
nadžbom x» < 0, odnosno x, + x» >1, zadovoljavaju (1.19) zbog <,, 
odnosno S,. Prema tome, čvorišta (c,, 62) — &[L,], koja se ne nalaze 
na trokutu A, ((0,0), (0,1), (1,0)), zadovoljavaju relaciju (1.19). Budući 
da se nijedno takvo čvorište ne nalazi na trokutu A, , to je za L, relacija 
(1.19) dokazana. 

Analogno može se dokazati relacija (1.19) i za trokute L, odnosno L,, 
jer se na trokutu A» (S,, S, S) odnosno A, (S4', S»', Sg') ne nalazi ni- 
jedno čvorište (c,, 6,) — € [L,], odnosno (c,, 6) — € [L,]. 

Budući da možemo smatrati, da je bilo koji poligon L; dobiven para- 
lelnim pomakom jednog od poligona L,, Lo, La, to i translatirani tro- 
kuti A,, odnosno A,, odnosno Ay, zbog homogenosti mreže, ne sadržavaju 
nijednog čvorišta (c,, 6) — € [Li]. Prema tome relacija (1.19) postoji 
za svaki L;, pa je time lema 1.3 dokazana. ' 

Potpuno analogno kao i prethodne leme dokazuju se i iduće, ako 
uzmemo koordinatne sustave kako su naznačeni na odgovarajućim 
slikama (str. 285, 287). 


LEMA 1.4. ds[R, [3,3,3,3,6]] = ds [Q, [3,3,3,3,61] = 3. 
LEMA 1.5. ds [R, [3,3,3,3,6]] = ds [Q, [3,3,3,3,61] = 3. 
LEMA 1.6. ds[R [3,6,3,6]] =ds[Q [3,6,3,6]]_ =3. 
LEMA 1.7. ds[R [3,3,3,4,4]] = ds[Q [3,3,3,4,4]] =3. 
LEMA 1.8. ds[R [4,6,12]]_-—=ds[Q [4,6,12]_=3. 
LEMA 1.9. ds[R [3,4,6,4]] =dsl[Q [3,4,6,4]] =3. 


Da dokažemo teorem 1.1 treba da ispitamo još dvije mreže. 

LeMA 1.10. ds[R[4,8,8]] = ds [Q[4,8,8]] = 3. ' 

Dokaz te leme je analogan prethodnim dokazima s tom razlikom, da 
se potpuna uređenja (1.1) nešto izmijene, t. j. mjesto uređenja £: 
uzmemo uređenje S,“ definirano na ovaj način: 

(1.20) (X, Re) Cr (Xi, Mm)=xa>AaVžai=xl,m<a. 

Ako Kartezijev koordinatni sustav. uzmemo kako je naznačen na odgo- 
varajućoj slici 2, str. 285, tada uređenja Zy', S,, S,, određuju skup 
[R [4,8,8]]. 

LEMA 1.11 ds [R[3,3,4,3,4]] = ds [Q [3,3,4,3,4]] = 3. 

Lemu možemo dokazati analogno kao i ranije s tom razlikom, da 
ukoliko uzmemo Kartezijev koordinatni sustav, kao na odgovarajućoj 
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slici 3 (str, 287), umjesto uređenja , uzmemo uređenje <, iz L. 1.10, 
uređenje SZ, ostavimo isto kao u (1.1), a mjesto uređenja S, uzmemo 
Zg definirano ovako: 


(1.21 im) (xs ns) 2 E. M) R9 
) (21, 229) Ca“ (X1') 22) = TE PR biak A 


Xi Xi : 
V =—E Ne , Ka 
93 + 2 5 HRX, Ma X1 


Lemama 1.1-1.11 je T. 1.1 dokazan. 
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Slika 2. 


GS 


/ 


Napomenimo ovdje, da je ds[M'] =4, ako je M" mreža pravilnih 
sukladnih poligona kugline plohe. To je neposredna posljedica koro- 
lara 5.2 str. 140 iz [8]. 

KOROLAR 14. ds je karakteristično nemetričko svojstvo za razlikova- 
nje paraboličke od sferne ravnine. 
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Ako analiziramo dokaze lema 1.1—1.11, onda nas to upućuje na ove 
generalizacije: 

Pretpostavimo, da imamo neku mrežu ravnine, označimo je sa P, 
koja zadovoljava uvjetima 1), 2), 3) teorema 6.6, 6.8, 6.9 iz [8] str. 151, 
odnosno teorema 1.3 str. 287 ovog rada. 


Pretpostavimo, da postoje tri sistema potpuno uređenih paralelnih 
pravaca (S,, ,), (Se, E»), (Sa, Sa) tako, da kroz svaku točku ravnine 


prolazi od svakog sistema po jedan pravac. 


Ako je oko svakog poligona V eZ [P] moguće opisati trokut T' tako ' 


da bude ' i 
(1.22) T=C (\/ (009); (bć >: 89; BA\TDOv; 1€(1,2,3); pr E S1). 
(1.23) TAR PI=R[V] 


(v. [7] Razvrstani skupovi str. 205). Tada imamo 
TEOREM 1.2. ds [P] = 3. 
Dokaz. Točke ravnine uredimo tako, da bude 


(1.24) A<iBeAEbn<ih>BVAE€bn>8, 
poredak <i točaka A, B je proizvoljan. 


S obzirom na to, da svi pravci p:' međusobno nisu paralelni, to za bilo 
koje čvorište A poluravnine određene nejednadžbama A <i B iscrpljuju 
čitavu ravninu, izuzev točku A, Iz toga slijedi, da relacije S: određuju 
neuporedivost bilo kojih točaka A, B. Zbog toga kao i zbog T. 6.9 [8], 
teorem 1.2 je dokazan. 

Teorem 1.2 može vrijediti i u šlučaju, kad uvjet (1.23) nije u potpu- 
nosti ispunjen, t. j. u slučaju ako imade čvorišta x» — € [V], koja leže 
na stranici # trokuta T. Tada je dovoljno da za svako čvorište x, &Z [V] 
i svako % — E [V], xx Epi Ot, postoji takvo uređenje Zi (x,, x) točaka 
x € pr, da bude 
(1.25) Xa Ki (sa, 22) X2) 

Teorem 1.2 možemo dalje generalizirati na taj način, da umjesto tri 
sistema pravaca uzmemo 2 sistema bilo kakvih potpuno uređenih kri- 
vulja uz uvjet, da kroz svako čvorište, x &E [V], prolazi od svakog si- 
stema samo jedna krivulja. Tada se uređenje skupa [P] može odrediti 
sa 1» potpunih uređenja. 

Kao primjer mogu poslužiti uređenja homogenih mreža [Q], koja su 
određena dualnom transformacijom uređenja mreža [R], određenih le- 
mama 1.1—1.11. 


š Slučaj [R[3,3,4,8,4]]. 
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, , 
Konačno potpuno analogno možemo to generalizirati na prostor odno- 
sno n-dimenzionalne prostore uz uvjet, da za njih dokažemo teorem 


. analogan spomenutom teoremu 6.9. Ovu generalizaciju upotrebit ćemo 


kod određivanja dimenzije ds homogenih mreža n-dimenzionalnih pro- 
stora n 2 3 t. j. kod dokazivanja T. 1.5 odnosno T. 1.6. 


' Dokažimo sada generalizaciju T. 6.8 iz [8] odnosno T. 6.8 ne samo 
za specijalne razvrstane, već za bilo kakve djelomično uređene skupove. 


raven vai 
PORODI 
ARBA ČT 
ERA Rod 


ALAT 


s, 


m BSaanaUnjoees! 


sa 
S 
Ž 


Y 


mu 


A 


Slika 3. 


. TEOREM 1.3. Ako skup potpunih proširenih uređenja pi skupa (S; <) 
ima svojstvo, da postoje dva podskupa S, i Sg tako, da za svaki 
par elemenata a|b, (a, bES) postoji barem jedan par elemenata 
50(2) E S; s, (b) E S, tako da bude: 1.5(a) X a, s (b) > b, 2. s(a) [s1(8), 
tada skup uređenja pi određuje uređenje <, ako određuje odnos ele- 
menata 5 (a) E 5, s elementima s, (b) E S, . 
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Dokaz: Zbog posljednjeg uvjeta postoji za bilo koji par a ||b, barem 
jedno uređenje j tako, da bude 
(1.26) bE,sn(b) E19%(4) Eja, tj. bZja. 
Zbog ravnopravnosti elemenata a i b postoji također par b | a, dakle 
i odnos 
(1.27) aZ=ib jak 
Time je zbog postojanja uređenja E; i Ex za svaki par a|<b teorem 
1.3 dokazan, budući da je odnos c S d usčuvan u svakom uređenju ži. 
Istaknimo na kraju, da se T. 1.3 ne samo da ne može na prednji način 
dokazati, već da on i.ne vrijedi, ako skup potpunih uređenja određuje 
odnose između elemenata s, (a) EE S, s elementima s, (b) EE S, , ali samo 
uz uvjet 1., a bez uvjeta 2. 
TEOREM 1.4. Pretpostavimo, da skup (S; E) ima svojstva kao iu T. 1.3. 
Ako skup potpunih uređenja pi određuje odnos elemenata unutar 
skupa S, koji nema uporedivih elemenata, te za svaki par s|\= S, 
(59 ES, s E S,) postoji uređenje 


(1.28) S1 Eh So, 
tada je 
(1.29) * = = ii A 
Dokaz: Zbog T. 1.3. dovoljno je dokazati, da postoji uređenje 
(1.30) , 59 =) S1. 


No, po pretpostavci postoji 5 (51) S S1, (59 (51) EZ 54), što sa pretpostav- 
kom 5 ||= se daje S9(S1) |< 59. Nadalje, zbog pretpostavke, da uređenja 
bi određuju odnos unutar skupa S, postoji uređenje S Ci 54 (54) C3 Su - 
Time je (1.30), pa prema tome i sam T. 1.4 dokazan. 

Ako uzmemo u obzir inverzno uređenje, tada je očito, da vrijedi ana- 
logan teorem, koji dobijemo, kad u T. 1.4, S, i S, zamijene mjesta. ' 

KOROLAR 1.2. Postoje politopi, čije se uređenje može prikazati pomoću 
uređenja samih vrhova (v. [8] T. 6.10 str. 152). 


TEoREM 1.5. ds[M,] = 4, gdje M, znači pravilnu homogenu mrežu 
trodimenzijalnog euklidskog prostora. 


Dokaz: Jedina takva mreža je mreža kocaka.“ Uzmimo Kartezijev 
koordinatni sustav s ishodištem u jednom čvorištu mreže tako, da nje- 
gove osi produžuju bridove jedne osnovne kocke X mreže M,. Jedinična 
dužina neka bude brid kocke K, Prema tome vrhovi kocke X imaju koor- 
dinate (0, 0,0), (0,0, 1), (0, 1,0), (0, 1,1), (1,0,0), (1,0,1),(1,1,0),(1,1,1). 


* »Im Anschluss hieran mag noch erwiihnt werden, dass das Problem der im engeren 
Sinne reguliren Raumeinteilungen, bei denen sowohl alle Zellen als auch alle Ecken 
regular sind, wie im R, so auch im R, (n > 5) nur eine Lčsung besitzt, das Analogon 
zur Quadrateinteilung in der Ebene und der Wiirfeleinteilung im Raume«. [9] 
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Sve točke prostora uredimo s obzirom na njihove koordinate na ova 
četiri načina: 


(1, %2, 25) Ci (A2, as) xi >xl VV ai=a, m < as V 
Voar=x, 2 =X, 2 < sa 
(21, 92, %9) C2 (x, 22/29) > Ho > ad VV m=xd, 1 Las V 
Va=xn, na=A%, XW< Xi ' 
(21) 2, 28) Ca (1, 2) 2) > g > xd Vosg=x, <a VV 
Vs =xg, Xi =, x2 < az j 
(X1, X2, X) Ca (Xr, X2/, X) > x1-b x» + X < Xr -H x bas V 
Vaba+Han=a baba, 
Poredak <, je potpuno proizvoljan. 
Poliedarski kompleks [X] uredimo Po propisu definiranom u lemi 1.1. 
Uočimo ma koje čvorište (G, 62,63) — E [K]. 
Dokažimo, da postoji barem jedno uređenje tako, da bude 
(1.32) (C1, Ca, C3) Ci [K]. 


S obzirom na simetriju varijabli x,, *, %g u (1.31) dovoljno je do- 
kazati, da je (1.32) zadovoljeno za sve moguće vrijednosti od CG. 

Pretpostavimo, da je €, <0. Tada je očito [K] <, (c,, €», Ca). Prema 
tome koordinate točaka, koje eventualno ne zadovoljavaju odnos (1.32), 
mogu biti jedino prirodni brojevi ili nula. No tada zbog relacije < ne 
može biti €, >>3. Prema tome preostaju slučajevi ci € (0,1,2,3). Pret- | 
postavimo, da je cy = 3. Tada je nužno, €, = Ca = 0, jer bi u protivnom. 
već zbog <, bilo [K]<,(q,, c,, €). No tada zbog <, imamo 
[K] <,(€,, €, €g). Preostaju dakle slučajevi ai &Z(0,1,2). Pretposta- 
vimo €, = 2. Tada imamo: a) €, = 2, €» =1, 6x =0, odnosno b) c, = 2, 
€ 70, cg =1. Ostali slučajevi otpadaju zbog <,, t. j. zbog zahtjeva 
CH C,+ €, £ 3. Konačno za slučaj a) imamo [K] <, (c,, c,, Ca) iz istog 
razloga kao i u'slučaju c, = 3. Slučaj b) otpada zbog uređenja <,. Slu- 
čajevi, koji preostaju, t. j. a eZ (0, 1) predstavljaju vrhove kocke K. 
Prema tome je relacija (1.32) dokazana. 

Translacijom koordinatnog sistema ne mijenjaju se odnosi (1.31) zbog 
monotonije zbrajanja. S obzirom na to, da bilo koju kocku K; mreže M, 
možemo smatrati, da je dobivena paralelnim pomakom kocke K, to je 
zbog homogenosti mreže relacija (1.32) dokazana za svaku kocku Ki. 

Zbog teorema 1,4, teorem 1.5 je dokazan, ako dokažemo meupo- 
redivost različitih čvorišta. S obzirom na to, da poluprostori odre- . 
đeni nejednadžbom x >xr, odnosno Kiba ba<x baj + ag 
iscrpljuju čitav prostor izuzev proizvoljnu točku A (x,, X», X), to znači 
da se točka A nalazi barem u jednom od uređenja (1.31) ispred bilo 
koje druge unaprijed zadane točke B. Pošto je A proizvoljna točka, to 
isti zaključak vrijedi i za točku B. QE.D. 


(1.31) 
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KoROLAR 1.3. Ako poliedarski kompleks kocke K uredimo bo pravi- 
lima teorema 1.5, tada nadopunjene relacije (1.31) predočuju [K]. > 
Korolar 1.3 slijedi odatle, što je [K] C [M,]. Nan ' 
Interesantno je istaći, da je kod ovakovog dokazivanja bitan uvjet 
1.32, t. j. da se osim same kocke [K] istovremeno promatraju i njoj 
susjedne kocke. Po i 
Teorem 1.5 možemo generalizirati. ' 
TEOREM 1.6. ds[M,] =n +1, gdje M, znači pravilnu homogenu: 
mrežu n-dimenzionalnog euklidskog prostora En, osim eventualno u 
čaj =4, 
neee ma T. 1.11 T. 1.5 dovoljno je, da T. 1.6 dokažemo za slu-, 
čaj n > 4, u kom slučaju je mreža n-dimenzionalnih kocaka jedina pra- 
vilna homogena mreža. . 
Uzmimo Karije koordinatni sustav tako, da neka kocka K" po- 
stane jedinična, a skup točaka prostora E, uredimo s obzirom na njihove 
koordinate na 2 + 1 ovih načina: 


(261) oy <) Zn) KU (X, Ka eee Kn) E Da > KV 

Va=x, ur< aii VK =%, Xr = Xir1 

: Kia2 M Nira Vi Vo Ki4k = Ki4k, Kitni < Xi+n—1 
aa) >. dERLi. a2; jefb keca phi 
: gdje po definiciji: x, = xs>r1 = s (mod n)) 


; n n 
, 
(i, 29.090) Kata (2, 21.920) 6 Ž< Xi il, V 


t= 
n n : 
VXa=) a, poredak Snu je proizvoljan. 
iz iz 


Poliedarski kompleks [X"] uredimo po propisu iz leme 1.1. . 2 

Dokažimo, da za svako čvorište (C,, Ce, ..., Cn) > E [K"] postoji 
barem jedno uređenje £:, 1E(1,2,...n, n + 1)) tako, da bude 
(1.34) K3 <p (Ći,Ca, <.9"€n). 

Pretpostavimo, da postoji barem jedan < 0. Tada je (1.34) . 
voljeno zbog uređenja <:. Pretpostavimo, da je qeZzN i&u, sa <: 8) 
te da među njima postoji barem jedan c; > 1. Tada je (1.34) .zadovo 
ljeno zbog uređenja n+1. Pretpostavimo konačno, da postoji Pa 
jedan c;>>1 i barem jedan cx = 0. Možemo nadalje pretpostaviti, .. 
se time ne gubi ništa na općenitosti, da je Cm &1,(k <em < 8 ia 
< znači uređenje elemenata k, m, j s obzirom na ciklično ure eoj 
1<2< ... Zen. Tada relacija (1.34) postoji zbog uređenja a 
Time je postojanje relacije (1.34) dokazano, s obzirom na to, da ] 
(6. Caaseoy ČJEZ IK], (GE: 19, 13). : 3 og lu 

Dokaz za neuporedivost različitih čvorišta je formalno isti kao 1 
T. 1.5, samo ako mjesto (1.31) stavimo (1.33), 1 t. d. 

Time je T. 1.6, pomoću T, 1.4, dokazan. 
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KOROLAR 1.4. ds[K"] =n +1. 

Korolar 1.4 slijedi iz T, 1.6 zbog [K"] C [M]. 

Interesantno je usporediti K. 1.4 sa T. 4.3, odnosno T. 6.4 iz [8]. 

Uz definiciju 2.1_str. 29 iz [8] dokazano je za kružnicu Z (prema 
.tome i za krug), da vrijedi ds Z = 3. 

Uz istu definiciju imamo za ds n-dimenzionalnih kugala, n 2 3. 

KOROLAR 1.5. Kad bi za trodimenzionalnu kuglu postojao ds, onda bi 
bio dsK, = 4. 

Korolar 1.5 slijedi iz teorema 1.1. 

Napomenimo ovdje, da za obla tijela stožac, odnosno val jak, odnosno 
dvostruki stožac vrijedi također korolar 1.5,5 

KOROLAR 1.6. Iako mreža n-dimenzionalnih kocaka Ms, ima ds [M"] = 
=n +1 (T. 1.6), ipak ds[Kn] ne postoji, ako jen > 4, gdje K, znači. 
n-dimenzionalnu kuglu.% 


II. 


PROJICIRANJE I dz 


Projiciranje možemo shvatiti kao specijalni slučaj identificiranja, za 
za koje smo dokazali T. 6.6 u [8] str. 151. Svaku n-dimenzionalnu kocku 
možemo shvatiti kao projekciju m -+ 1 dimenzionalne kocke, te vidimo, 
da se tim projiciranjem ds umanjuje za 1 (v. T. 1.6). S druge strane, 
zatvoreni poligon možemo shvatiti kao projekciju nekog otvorenog po- 
ligona prostora E,. Prema tome projiciranjem se ds može i povećati. 
Na temelju navedenoga možemo izreći ovaj teorem: 

TEOREM 2.1. ds nije invarijanta projiciranja. 

Iz T. 2.1. naravno ne slijedi, da ne postoje projiciranja, koja ne mije- 
njaju ds. Na pr. gotovo sva Projiciranja segmenta ne mijenjaju ds. 

Promotrimo sada neke slučajeve obrnute operacije od projiciranja, 
koju ćemo označiti sa p. 

Uzmimo neku mrežu M ravnine, čiji je dsM = 3,7 Poliedarski kom- 
pleks, koji nastaje paralelnim pomakom mreže M u smjeru, koji ne leži 
u ravnini same mreže, označimo sa [7 (M)]. Neka su 
(2.1) (M; 01), (M; 02), (M; 02) 
potpuna uređenja, koja predočuju uređenje ([M]); CC). Označimo na- 
dalje sa M! mrežu, u koju se pomakla mreža M = M“, a analogno, sa 1, 
odnosno (1f, 21), odnosno (14 21,...) bilo koji vrh, odnosno brid, odnosno 
poligon mreže M“, u koji se pomakao elemenat 1 odnosno (1, 2), odnosno 

[8] T. 5.1 odn. 5.2 str. 135. 


S % 
% v. [8] str. 150. 
7 (na pr. neku homogenu mrežu v. T. 1.1). 
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(1,2,...) mreže M. Poliedarski kompleks [p (M)] sastoji se od elemenata 
[M], [Mi] i svih pobočnih elemenata (bridova, ploha, odnosno polie- 
dara) oblika (1, 11), (1, 2, 11,29, (1,2,3,.., 11,.21,31...). Iz uređenja 
(2.1) izgradimo ova 4 uređenja: , ' 

Zi=001[p(M)] s. 

2= 020 [p (M)] A 

= 050[M] <g 0350 [p (M)]\[M]' 

«= 050[M'] <, 050 [b (M)|\[M']. 


Kod toga 0:0 [X] znači potpuno prošireno uređenje skupa [X], koje se 
dobije jeko. maa taka da mjesto bilo kojeg elementa a & [M] 
stavimo potpuno prošireni skup svih onih elemenata x [X], čija 
je projekcija element a. Prema tome mjesto 1, stavljamo na pr. 
1<;11<:(1,17) it. d. Uređenje 250 [M'] jednako: je dakle uređenju 
(M; 0), kada mjesto bilo kojeg vrha 1 pišemo 1!, dok je 050 [M] = (M; 0,). 

Tada imamo ovaj teorem: 

TEOREM 2.2. ds[p(M)] =4. . , 

Prema ranije navedenom: teoremu ds [p(M)] ne može biti manji 
od 4.5 Da dokažemo T. 2.2, dovoljno je dokazati da uređenja (2.2) 
predočuju uređenje skupa [P(M)]. Budući da uređenja (2.2) sadržavaju 
u sebi uređenja (2.1), kako za M, tako i za M, to je njima odnos ele- 
menata unutar skupa [M] odnosno [Mi] ispravno predočen, To vrijedi 
također i za odnos između elemenata Mi i M zbog Z,i <,. Međusobni 
odnos pobočnih elemenata oblika (1, 11) i t.d. izomorfan je s uređenjem 
skupa [M]. Prema tome, odnos elemenata unutar toga skupa predočen je 
već permutacijama S,, S», S,, kao ii, S, £,, dakle i svim permu- 


== =1 = 


(2.2) 


IA IA IA II 


tacijama (2.2). Preostaje nam da dokažemo ispravnost odnosa između po- . 


bočnih elemenata i elemenata skupa [M], odnosno [Mi]. N o, zbog sime- 
trije unutar uređenja (2.2) s obzirom na [M] i [M'], dovoljno je da to 
dokažemo samo za jedan od njih, na pr: za [M]. Budući da svaki pobočni 
elemenat (a\/a'), (a! =\/x!, xeZa) stoji U Z,, E», Su neposredno uz 
a& [M], to je on zbog toga neuporediv sa .svim onim elementima 
skupa [M], s kojima je neuporediv i a. Preostaje dakle problem odnosa 
elemenata (a \/ a") s elementima iz M, koji su uporedivi s a. No, svi su 
elementi skupa (— oo, a), zbog toga što vrijedi 


(2.3) x<a=>x<(a\/a), 
uređenjem (2.2) ispravno predočeni, isto kao i svi elementi y EE (a, 09), 
za koje vrijedi a<x= (a\/a)l|x, 


jer se nalaze u S,, £,, £,, iza (a\/ al), dok se u , nalaze ispred 


=2 = 


(a\/ a!). Prema tome je T. 2.2 dokazan. 
š*Inf. ds [P,]=n+1P,CG,, (Lj. P, je n-dimenzionalni poliedar). 
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KOROLAR 2.1. Poliedarski kompleks skupa uspravnih prizama jednakih 
visina, čije baze daju homogenu mrežu parabolične ravnine, ima ds = 4. 

ALEXANDROFF-Hoprr [2] (str. 276) definira ireducibilnu zatvorenost. 
Zatvoreni n-dimenzionalni kompleks K naziva se »ireducibilno zatvo- 
ren«, ako nijedan »-dimenžionalni pravi potkompleks od K nije zatvo- 
ren. Ova definicija može se induktivno generalizirati tako, da za n-di- 
menzionalni zatvoreni kompleks X kažemo da je stepena zatvorenosti y . 
onda i samo onda, ako on ne mora biti zatvoren uklanjanjem tek y bilo 
kojih njegovih 2-dimenzionalnih elemenata. 

Ako iz mreže M uklonimo proizvoljan broj n €E N, odnosno = No 
poligona i tada izvršimo pomak p, a dobiveni poliedarski kompleks 
označimo sa [9 (U)], tada zbog [P(M)] > [b(U)] kao i zbog činjenice, 
da je uvijek moguće takvo odabiranje, da broj preostalih poligona bude, 
bilo proizvoljan m &E N, bilo No imamo X 

KOROLAR 2.2. Za bilo koji par prirodnih brojeva (x, y) postoji polie- 
darski kompleks PC C,, stepena povezanosti x i stepena zatvorenosti y, 
tako da bude ds [P] = 14. ' 

Ovdje je također interesantno istaknuti ovo: . : 

U slučaju da smo htjeli odrediti direktno ds [(0)], tada ne bi bio 
dovoljan dokaz T, 2.2. Tada naime mreža U, koja nastaje iz mreže M 
uklanjanjem nekih poligona ne zadovoljava uvjetima T. 1.4. Zbog toga 
det) morali upotrebiti složenije zaključivanje da dokažemo, da . je 

S =5 


Generalizacija teorema 2.2 


Uzmimo, da smo sa mrežom M: izveli isti postupak kao i s mrežom 
M u T. 2.2, i to tako, da bude “ke 
[b (MY) /\ [p (M)] = [M1]. 
Dobiveni poliedarski kompleks označimo sa [%? (M%)]. Općenito: defini- 
rajmo [p"*'(M%)] kao poliedarski kompleks, koji nastaje iz [p"(M?)] 
tako, da s mrežom M" izvedemo analogan pomak tako, da bude 
[2 (M9) [6 (09) = [M]. 
Ako pustimo, da 2—>oo, tada lim [#"(M%)] označimo sa [p“ (M%]. 


Očito [p*(M%] može ispunjavati čitav poluprostor. Ukoliko on to ne 
ispunjava, tada očito postoji mreža lim M" = M“, pa tada sa njom mo- 


žemo nastaviti isti postupak kao i sa M% Prema tome za svaki a< 04. 
može se definirati postupak tako, da [p* (M%)] iscrpljuje dio odnosno za 
redne brojeve druge vrste rw, i čitav poluprostor, u kojem slučaju je 
M" = v. Kod toga po definiciji stavljamo [p"“ (M%)] = [M917 [P" (19). 
Tada imamo | i 

TEOREM 2.3. ds [p%(M%] = 4. 
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Dokaz: Četiri permutacije (2.3) predočuju skup [7% (M')] 


<, = 00 [p" (M9)] 
<, = 020 [p* (M9)] 
S, = 0350 [M] <g 050 [p" (MY)]\ [7-1 (M) <» 
(2.3) <a 090 [p" (MJ N[p"-' (Mjeem<nŽa<o, 
| S, = 030 [M2] Ca 05 o [p" (MYJN [p7-1(MYJN [Mr] <a 
Ka 030 [M"-1] < 05 0 [p" (MIN [p"-! (MJ \[M"] < 
<.030[M'-I]eo>aZzm>n. 


koliko u (2.3) neki skup ne postoji, tada mjesto njega stavljamo 
rao skup : a da oka svaki x Fv, v six. Nadalje za 3 
brojeve druge vrste rw izraz 030 [p"* (M91 \ [p" (M 1] u uređenju Ši 
neka znači o,0M"*, dok u uređenju S, ne uzimamo slučajeve m = 7,0 
odnosno 7 = 720. ika Ko 
= Napomenimo još, da u permutacijama (2.3) oo [X] ima isto značenje 
: daka dni brojevi, tad, ć permutacije 

tvarno, ukoliko »m i n nisu susjedni brojevi, tada već permu 
ea određuju njihovu neuporedivost. Ukoliko su pak susjedne, 
tada za njih vrijedi zaključivanje iz T, 2.2, ' 

Postupak T. 2.3. možemo primijeniti čak i u slučaju kad umjesto 
dobro uređenog skupa rednih brojeva S, uzmemo bilo koji izolirani 
skup I realnih brojeva (v. [7] str. 24 odn, str. 286). a. 

KoRoLAR 2.3. Prostor C, može se ispuniti mrežom prizama, čija je 
dimenzija ds = 4. ' PBa x. 

Postupak iz T. 2.2 odnosno T. 2.3 može se primijeniti i u slučaju da 
je M odnosno M? bilo kakva mreža odnosno prostor, koji se može odre- 
diti sa s uređenja. Tada se, rastavljanjem jednog uređenja os u dva 
nova, S;, S.+1 poliedarski kompleks koji nastaje iz M paralelnim a 
micanjem, može odrediti sa s + 1 uređenjem. (Tako smo na pr. u (2.2) 
iz uređenja 0, napravili dva nova uređenja S,, £,). E. 

S obzirom na to, da je ds nemetričko svojstvo, to je ono isto za 120- 
morfne skupove, odnosno poliedarske komplekse, pa prema aaa 
prethodnim teoremima nije bitno da pomaci budu paralelni ni poliedri 
pravi (v. [1] str. 180)., i meka 

Konačno postupak iz T. 2.2 odnosno I. 2.3 možemo pomijnti ot 
skup elemenata, uređen s obzirom na relaciju C_, koji nije polie ar, 
odnosno politop. Naime u teoremima 2.2, odnosno 2.3, radi se a 
o kombiniranom produktu [M] X [S]; SC. CG, dvaju poliedarski . 
pleksa. Međutim, isti postupak možemo primijeniti 1 u slučaju, kad su 


[M] i [S], SC G, bilo kakvi skupovi elemenata uređeni s obzirom na C. 


% Kurepa (1) str. 286 odnosno str. 24. 


že. ud ; 


KOROLAR 2.4. Postoji n-dimenzionalni politob proizvoljnog stepena 
povezanosti z, čiji jeds=n+1. : 

Ovaj korolar slijedi iz teorema 2.3, odnosno T. 1.6, ako iz pravilne 

«homogene mreže M uklonimo z kocaka K*-!, a nakon toga izvršimo 
pomak p. 

TEOREM 2.4. Za bilo koji sistem od tri broja (x, y, 2), gdje je z do- 
voljno velik, t. j. veći od određenog prirodnog broja f (x), postoji polie- 
dar PC C,, stepena zatvorenosti y, i stepena povezanosti z, tako da 
bude ds [P] > x. : : 

Dokaz: Pođimo od poliedra R definiranog u T. 6.3 iz [8] str. 149 čiji 
je ds[R] & n. Možemo pretpostaviti, a da se time ne gubi na općenitosti, 
da u skupu permutacija fi, i > 4 postoje barem dvije permutacije ?;, 
b,, koje završavaju sa dvjema različitim plohama Pi, P.E&[R]. 

Uzmimo u unutrašnjosti poligona P, , odnosno P, poligon Q,%, odno- 
sno Q,“, koji su spojeni poliedarskim kompleksom [#*(Q,9], (v. T. 2.3), 
izomorfnim sa [9"(M%], a sadržanim u unutrašnjosti poliedra R. 
Prizmu kompleksa [7*(Q,)], čija je jedna baza Q,%, odnosno Q,“, ozna- 
čimo sa 8 (Q,%), odnosno sa 8 (0,2). Elemente kompleksa 


[0 (QIN (QV B(2,9) U QV P(Q,2)), 


označimo sa T! i uredimo po propisu T. 2.3, a dobivena uređenja (2.3) 
označimo redom sa T,!, TA, To, TA. 

U skupu [R] kao i u svim permutacijama »; umjesto elementa P,, 
odnosno P, stavimo na njihovo mjesto elemente Piy', odnosno P,! defi- 
nirane na ovaj način: 


Prl=((P:.]\29) U (Q9\Q,9) U (Pi, \Q,9) 
[Pl] = (([P.]\P2) U ([Q\Q,9) UV (PoN\Q:9). 
Dobiveni skup označimo sa [R'], a pripadne permutacije sa (R!, bi), 
u koje smjestimo skupove T;! na ovaj način: i 
».=([R"]; ba) \Pl\Ri<, [Q,9)\Q," <sPi<aR! <, Ts"\[Q,%] 
ba =([R']; B)\PE\R'<,[Q]I\Q"<, Po <a R' <aTe\[Q" 
bi =T?<i(R]; bh) 1(1,2,5,6,... (ds (TRI), 
gdje T# za i>>4 može biti bilo koje od uređenja Ti, i <4. 
Permutacije (2.5) predočuju kompleks T!\/ [R1]. 
j Isti postupak možemo ponoviti proizvoljno mnogo puta, i to tako, da 
ude : 
Q E int (P iN Q), QEint (P, Nu Q;%) 
(2 (Q] = int [2" (Q9)] = v, [2"(QICint R 


(2.4) 


(2.5) 


(2.6) 
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Općenito uvedimo ove oznake: : 

[9% (Q9)1N (DUB (QP) U QEUB (Q) STE 
[Pe] = (PIPI V WR NY QV 09 
22) P= PINPJV (VG OD U (Pe 09 


[R'] = ([R] \P.\P2) \V (Pr \V Pe) 


Uz darove istovetne prethodnima, kao i dogovor da \/X: znači bilo 
koje potpuno uređenje skupa \/ X:, koje ostavlja nepromijenjeni odnos 
unutar uporedivih elemenata skupa k 2% skup S = VTV [R"] predo- 
čen je ovim permutacijama: o i 

s DEH=TELiTP Li <iTr < ([2"]; 21) 
b=T7"<, Toti <C2\.. Ka T2 <2 ([R"]; b») 


Pa =([B"]; PN PENR <o\7 ([QINQ9) Ka Po đa Rt qa 


(2.8) <» w Tex IOPI e * Ze 
< »=([R"]; Pp) \PrNR'<a\J ([QPI\Q) <a Po" <aR' <a 
ta TANG. < | 
bi = U Ti < ([R']; 01), 4 SrEdssS. 

Uklanjanjem nekih elemenata skupa \/ T' iz skupa S, stepen pove- 
zanosti može se proizvoljno povisiti. Nadalje, ma koji p“ (Q,%) može 
imati po volji veliki stepen zatvorenosti pa time i sam 5. Konačno zbog 
uvjeta (2.6), skup S posjeduje svojstvo A" [8] str. 148, te je prema tome 
dsS &n. Time je T. 2.4 dokazan. ' 


III 


NOVO TOPOLOŠKO SVOJSTVO INTERVALA 
INEKA OPĆA RAZMATRANJA 


TEOREM 3.1. ds nije invarijanta dvodimenzionalnih poliedarskih kom- 
pleksa. | u ' 

Dokaz: Uzmimo ma koji jednostavni poliedar J. Prema tome je 
ds [I] 24, (v. [8], T. 44, str. 134). Uočimo ma koju plohu ?;j [J]> 
koja dolazi neposredno ispred J barem u jednoj od ds [J] permutacija, 
označimo je sa pi, koje predočuju [J]. Uzmimo nadalje ma koji jedno- 
stavni poligon Px = int P;. Dvodimenzionalni kompleks (JIN NJ) U 
([Pe] \ Pe) U (P;\ Pr)) označimo sa V. Tada vrijedi 
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(BA) da ći ded = da. 
Iz (3.1) i teorema.1.1 slijedi T. 3.1. 


Istaknimo međutim, da nam poliedar P iz:T. 24 ne može poslužiti 
da dokažemo, da je-sup ds([M]; C) = N, MC.G,, gdje je M bilo 
kakva mreža ravnine odnosno takva, koja pripada Eulerovim poliedrima. 
Taj problem ostaje otvoren i dalje. ' Po čka 

Htio bih napomenuti, da u dosadašnjim ispitivanjima, u kojima sam 
odredio ds čak i takvih mreža, koje ne zadovoljavaju uvjete T. 1.3, 
nisam naišao ni na jedan slučaj, gdje bi ds bio veći od 4. Zbog T. 1.2 
nije isključeno, da je spomenuti supremum < No. Tome u prilog go- 
vori i ova 

LEMA 3,1. Ne postoji poliedarski kompleks u ravnini, koji bi uređen 
relacijom CC bio direktno ili inverzno sličan skupu prirodnih brojeva 
1,2,3,...,1, i njihovih parova uređenom također .s obzirom na GC, ako 
jen>4. : m ' 

Dokaz. Najviše 4 vrha i njihove spojnice, i to ukoliko predstavljaju 
vrhove trokuta i jednu točku unutar njega, mogu biti direktno slične 
skupu (1, 2, 3, 4, (12), (13), (14), (23), (24)! uređenom relacijom CC. Bilo 
koji novi vrh dovodi do toga, da se ne mogu realizirati sve njihove 
spojnice bez uzajamnog sječenja, odnosno prekrivanja, i ukoliko to ne 
bismo uzimali u obzir, nalazili bismo se faktički u prostoru R8. Indi- 
rektno slični skupu prirodnih brojeva i njihovih parova uređenih s obzi- 
rom na inkluziju, mogu biti najviše tri vrha i njihove spojnice t. j. tro- 
kut, jer u protivnom bismo imali segmente s više od dvije krajnje točke. 
Međutim, dokaz, da je sup ds [P] = No, PC GC, upravo bazira na činje- 


nici, da takav kompleks postoji u prostoru za svaki »&€E N. 

- Zbog dosada navedenog ostaje također otvoren problem, da li ds 
postoji za neravna dvodimenzionalna tijela. (Za neravna n-dimenzio- 
nalna tijela, >> 2, ds ne postoji.) ' 

S time u vezi interesantno je istaći. ovo: 

Svakoj particiji prostora možemo pridružiti d jelomično uređeni skup 
tako, da prostornosti dijelova prostora uredimo po CL. S druge strane: 
svaki poliedar možemo smatrati kao neku particiju prostora. Međutim, 
ds neravnih geometrijskih tvorevina shvaćenih kao granične slučajeve 
poliedarskog kompleksa s jedne strane, a kao particije prostora s druge 
strane ne moraju biti jednaki. Tako na pr. krug X kao particija ravnine 
na kružnicu K, int K i ext K: ima ds = 2, a shvaćen kao granični slučaj 
jednostavnih poligona ima ds=3. 

Nadalje, djelomično uređene skupove možemo tretirati kao diskretne 


prostore [1] str. 53. Očito poliedarski kompleksi predstavljaju samo dio 


djelomično uređenih skupova, odnosno diskretnih prostora, i s obzirom 
na kardinalni broj, maksimalne lance i 'antilance [7] kao, i s obzirom 
na to, da bi tada postojao par točaka, koje bi bile povezane sa proiz- 
voljno mnogo segmenata, kao i segment sa proizvoljno mnogo krajeva. 
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Međutim funkcije ds i ds [8] L. 1.2. jesu svojstva svakog diskretnog 
prostora, dok su 2-dimenzija [6], odnosno A-dimenzija [5] svojstva 
nekih diskretnih prostora. d 

Definirat ćemo još dva svojstva Ds (Ds) diskretnih prostora. 

DEriNIcIJA 3.1. Neka je A. bilo koji skup_od ds (ds) potpunih ure- 
đenja, koja predočuju skup (S; <). Kardinalni broj svih međusobno 


različitih skupova An označimo sa Ds (Ds). - 
LEMA 3.2. Ako je S skup od n>1 izoliranih točaka, onda je 


Ds [S] =5. 


LEMA 3:3. Ako je dsS = 2, S O O, gdje je O otvoreni poligon, a <; 
ma koje od potpunih uređenja, koja predočuju [S], tada je nemoguć 
odnos 
(3.3) da<ix<ib, (a,bEO0O, xES\0). 

Isporedi [8] L. 2.2 str. 24. : 

Na temelju dviju prednjih lema izvodi se 

LEMA 3.4. Ako se skup S (m,n) sastoji od m & 1 disjunktnih otvore- 
nih poligona, među kojima mogu biti poligoni bez krajeva, s jednim ili 
oba kraja, te n > 0 izoliranih. točaka, tada je ' 

84) g. Ds [S (m,n)] = 2"-1.(m+n)! 
Na temelju te leme, kao i teorema o biparticiji segmenta [8] T. 2.4 
str. 29 dobiva se 

TEOREM 3.2. Ds je topološko svojstvo skupa S (m, n). 

TEOREM 3.3. Ds = 1, je topološko svojstvo, koje je karakteristično za 
skup S(m,n) Dv,m=1,n=0, odnosnom =0,nE (1,2). : 

Dokaz. Da je Ds topološko svojstvo navedenih skupova, iskazuje 
T. 3.2. Da dokažemo, da je Ds ujedno karakteristično topološko svojstvo, 
treba da dokažemo, da ono nije topološko svojstvo bilo kojeg drugog 
skupa B = S (m, n). ' 

Pretpostavimo da B sadržava jedan izolirani jednostavni poligon Z, 
tj. da je x/\y=v, (#€IZI, y€(B]\[Z])). Tada je [B] moguće 
prikazati s permutacijama, koje su proširenja uređenja oblika 
[2] <: [B]\[Z] 

[B]\[Z] <, [2]. 
Budući da Ds nije topološko svojstvo skupa [Z] ([8] L. 2.4 str. 26, T. 2.4 
str. 29), slijedi, da Dg nije topološko svojstvo skupa B. 

Preostaje dakle slučaj, da B sadržava podskup U oblika (0, 1, 2, 3, 
(0,1), (0,2), (0,3)) uređen s obzirom na CC. 

U tom slučaju imamo ds(U; CC) = 3, dakle i ds [B] &3. 


(3.5) 
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Budući da su za predočenje biparticije segmenta (0,1) dovoljne dvije 
permutacije ([2] T. 2.4, str. 29), time kod svake biparticije nastaju 
arem 3 nova različita načina za njegovo predočenje. 
Time je teorem 3.3 dokazan. : 
Između ds i Dg postoji zanimljiva razlika. 
Za ds vrijedi 
KEF=>dsKXKEdy, 


t.j. ds X je monotona funkcija varijable X obzirom na relaciju CC. 
Nasuprot tome za Ds vrijedi > 
LEMA 3.5. 

KXCYP>DsX<DsY, 
KOYo>DsX<DsY, 
toj. Ds.X nije monotona funkcija varijable .X obzirom na relaciju o. 


Ova lema slijedi na pr. iz leme 3.2 i leme 3.4 primjenjene na skupove 


i= 10, 1, 2,3, (0,1), (1,2), (2,3); X = Y \ (1,2), uređene obzirom na . 
relaciju CC. 


LITERATURA 


[1] V. ArsgsaNpRov, Kombinatornaja topologija, Moskva-Lenjingrad, 1947, 

[2] ArexaNpRorr-Hopr, Topologie, Berlin 1935. 

[3] S. BrLiskr, Homogene mreže ravnine, Rad Jugosl. akad. znan. i umj. 277 knj. 
Zagreb, 1948. ' 

[4] Dusanik-MiLLER, Partially ordered sets, Americ. J. Math. vol. 63 (1941), 
pp 600-610. . 

[5] S. GinssuRa, On the A-dimension and the A-dimension of partially ordered sets, 
Amer. J. Math. 76, (1954) (590-598), 

[6] H. Komm, On the dimension of partially ordered sets, Americ, J. of Math. vol. 
70 (1948) pp 507-520. 

[7] Đ. Kunera, Teorija skupova, Zagreb, 1951. 

[8] V. SEDMAK, Neke primjene djelomično uređenih skupova. Beograd, I. dio Ve- 
snik 1-2, 1954. g., II. dio Vesnik 3-4, 1954. g. 

[9] E. SrriniTz, Polyeder und Raumeinteilungen. Enc. d. math. Wiss., III AB 12 
Pp. 130. š 

[10] -STEINITZ-RADEMACHER, Vorlesungen tiber die Theorie der Polyeder, Berlin, 1934. 


Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke i tehničke nauke dne 
28. III. 1957. ' 


299 


SADRŽAJ i 
TABLE DES MATIERES ! 


RADOVAN VERNIĆ 


Kritična razmatranja o sudarima u problemu više tijela . . Poe 5 

Kritische Betrachtungen iiber die Zusammenstosse im  Mehrkčrperproblem : 55 
VLADIMIR S. VRKLJAN | 

Da li je Diracova linearizacija nužna? , . 4. 87 

Ist die Diracsche Linearisation notwendig? , 444.4... 91 
ViLiM NIČE 

Kompleks osi oskulacionih kružnih. valjaka jedne kružnice i neke uigsre 

plohe i kongruencije . . . . 98 

Der Achsenkomplex der siklnidčaden Kretsettudot eines ,.oe end slrdige 

sciner Flichen und Kongruenzen . .. 4.4. 105 
RADOVAN VERNIĆ : 

Rješenje problema više tijela . . SO ALi o Er Koe šk Jebe gol, LU 

Die Losung des Mehrkšrperproblems La u zak emijig o ko a me BŽ 
M. KARŠULIN ; 

On the mechanism of the corrosion of lead in water and in solutions , . . . 187 

O mehanizmu korozije olova u vodi i u otopinama . . 4. 4444... 201 
H. Ivrković and Z. BaLENovIĆ 

The law of minimum and maximum atomic volumes... 4 444.4. 207 


Zakon minimalnih i maksimalnih atomskih volumena . . .. .... .221 


ViLiM NIČE ' 
Reyeovi tetraedralni kompleksi jednog, dvaju, triju i četiriju glavnih tetraedara 229 
Die Biischel der Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplexe und ihre pro- 


jektive Zuordnung . 251 
VIKTOR SEDMAK 
Sur quelques proprićićs non velo ainsi que non naaNjae d'un com- m 


plexe polyćdrique 8 
Netopološka a nemetrička svojitea palleđarikog deglekax s dual e. ta 21 


Izašlo: 


Rad, knj. 276. (Odjel 
matičke, fizičke i 
nauke) 

Rad, knj. 277. (Odjel 
matičke, fizičke i 


nauke) 


Rad, knj. 292. (Odjel 
matičke, fizičke i 
nauke) 


Rad, knj. 296. (Odjel 
matičke, fizičke i 
nauke) 


Rad, knj. 302. (Odjel 
matičke, fizičke i 
nauke) 


za mate- 
tehničke 


za mate- 
tehničke 


za mate- 
tehničke 


za mate- 


tehničke 


za mate- 
tehničke 


